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Kapitel 1

Grundlegende Begriffe

informale Spezifikation

eines Problems

Systementwurf
Entwurf von Algo & Daten

Implementierung

Definition 1.1 (Theoretische Informatik)
Sammlung wissenschaftlicher Methoden zur Unterstiitzung und Ermdglichung obigen

Ablaufs. Basiert auf geeigneten Modellbildungen und Formalisierungen, insbesonde-

re des Begriffs .



Theoretische Informatik

Semantik & Logik Algorithmik

e Effizienter Algorith-
mus (sequentiell,

e Automatentheorie

e Theorie der Pro- parallel, verteilt)

grammiersprache _ _
o Komplexitétstheorie

e Formale  Logiken,
Modell Checking

e Informationstheorie

& Kryptographie

e Verifikation von
e Algorithmisches
Hard- und Software- . g )
ernen und neuro-
systemen
nales Rechnen
Berechnungsproblem | Berechnungsapparat
! Kosten Berechnungsmodell

Komplexitét

min. Rechenaufwand

fiir das Problem

im geg. Modell

1.1 Berechnungsproblem

Definition 1.2 (Berechnungsproblem IT)
Das Berechnungsproblem 11 ist eine Relation 11 C X* x ¥* = Menge von Paaren



(x,y) € ¥* — Relation Eingabe - Liosung, wobei x die korrekt kodierte Eingabe und
y eine Losung zu x darstellt
Formale Spezifikation:

e Arbeitsalphabet ¥ (endliche Menge)

e Eingabekodierung, Einbettung der Eingabemenge in ¥* (wobei ¥* die Men-
ge aller Worte, die aus dem Alphabet ¥ gebildet werden kénnen, ist) und
Definition der Eingabeldnge

e Berechnungsproblem II

Beispiel:
Berechnungsproblem Multiplikation natiirlicher Zahlen

e Arbeitsalphabet ¥ = {0, 1, x}

e korrekt kodierte Eingaben z,,_1,Zn—2,...,Z0 #  Ym—1,Ym—2,---, Yo Mit n,m >
—_———

x Y
1;2;,y; € {0,1}Vi = binére Darstellung natiirlicher Zahlen

o Mult = {(x#v, 2); 2 = 2k—_1, ...20; z; € {0,1} Vi}

(5 w2+ (5 2) = (5 a2)

Spezielle Arten von Berechnungsproblemen

Funktion: zu jeder korrekt kodierten Eingabe existiert genau eine Lésung (Bei-

spiel: Multiplikation)

Entscheidungsprobleme: Funktion mit Ausgabe {0,1} (Beispiel: Primzahltest)
Im: " —{0,1}
Entscheidungsprobleme II : £* — {0, 1}
werden oft als Spachen Ly C ¥* aufgefasst, wobei Vo € Ly gilt II(z) = 1
(d.h. eine Sprache ist eine Menge von Worten x fiir die II(z) = 1 gilt).

n—1
Beispiel: Primzahltest: II(x,—1, ..., 20) = 1 < x;2" ist Primzahl.
i=0
Optimierungsprobleme: zu jeder zulédssigen Eingabe x existiert genau eine Men-
ge moglicher Losungen L (), die mit einem Kosten- (oder Nutzen-)Parameter

versehen sind (enp |J Ln(z) — R). Das Problem besteht aus Paaren (x,y),
reX*
wobei x eine zuldssige Eingabe und y eine mégliche Losung y € Ly(z) mit

minimalen Kosten ist.

Beispiel: Travelling Salesman Problem (TSP)

gegeben: Eingabekodierung (n, D=(d;;Vi,j € {1,..,n}) (D = Distanzmatrix,
n = Anzahl der Stidte). Lrsp(z) = ©, = {6{1,..,n} — {1,..,n} bijektiv}
(0, = n! & Losungsanzahl, Lrsp(x) < Losungsmenge)

TSP={(z;0); crsp(z,d) < crsp(z,d8')Vd’ € ©,} — minimale Kosten fiir die
optimale Losung (z, ).



n—1

CTsp(w,(S) = Z dg(i)yg(zqu) + dg(i)yg(l) (Kosten fiir ergp = Z aller Teilstre-
=1

cken + Strecke von Ende zu Anfang)

1.2 Berechnungsmodell

Menge gleichartiger Berechnungsapparate (Modell der Schaltkreise, Modell der Tu-
ringmaschinen, Modell der endlichen Automaten...)

Berechnungsapparate (engl. computational device) konnen sehr verschiedenartig

sein: Gemeinsamkeiten:
e konnen Worte aus ¥* einlesen und ausgeben

e Berechnungsverhalten ist durch die Spezifikation des Apparats und die Einga-
be eindeutig bestimmt (gegebenenfalls wird zur Eingabe = € ¥* unter wohlde-
finiertem Ressourcenverbrauch eine eindeutig bestimmte Ausgabe A(x) € X*

produziert).

Definition 1.3 (Berechnungsapparat)

Der Berechnungsapparat A iber ¥ berechnet ein gegebenes Problem (II C ¥* x ¥*)
falls fir alle zulissigen (< korrekt kodierten) Eingaben x € ¥* gilt:

A produziert Ausgabe A(x) und (z, A(x)) € II.

Definition 1.4 (Berechnungsmodell)
Ein Problem 11 heif$t im Berechnungsmodell M berechenbar falls 3 A € M mit A

berechnet 1. Man unterteilt Berechnungsmodelle in zwei Kategorien:

Berechnungsmodell
uniforme Modelle nicht uniforme Modelle
enthalten Apparate bestehen aus Apparaten
die Eingaben beliebig- die nur Eingaben einer
er Lénge verarbeiten festen Léange verarbei-
(Algorithmen, endliche ten (Schaltkreise)

Automaten, Turingma-

schine)

Definition 1.5 (uniforme Berechenbarkeit)
Ein Problem 11 ist einem Modell M berechenbar < 3 Berechnungsapparat A € M
mit A berechnet I1 (uniformer Fall).

Problemmatisch: nichtuniformer Fall (Beispiel: Schaltkreis kann 32-Bit Multiplika-
tion aber nicht Multiplikation von Zahlen beliebiger Linge).




Definition 1.6 (nicht uniforme Berechenbarkeit)

M sei ein nichtuniformes Modell; 11 ist in M berechenbar < Vn € N dA, € M
mit Ay, berechnet II,, = {(z,y) € II;|z| = n}; d.h. Realisierungen von II in M
(nichtuniform) sind Folgen von Berechnungsapparaten (An)nen (— Unterteilung

in endliche Teilprobleme)

Kostenmessung von Berechnungen:

Messen der Kosten als Funktion der Eingabelédnge und Vernachldssigung von Kon-
stanten

Annahme: Berechnungsmodell (uniform) mit Kostenmaf C (z.B. Berechnungszeit)
Kosten eines Berechnungsapparates A € M:

e C(z) - Kosten der Berechnung von A auf x

o Cy(n) =max{Ca(x);|z| =n}

— Kosten von A sind Funktion ¢4 : N — N (sogenannte worst-case Kosten) analog
hierzu best-case Kosten: Cq(n) = min({Ca(z);|z| = n} und average-case Kosten:
Ezxpp, [Ca(x), |xz] = n] (wobei |z| die Menge der Eingaben der Lange n darstellt, und
Ezxpp, entsprechend der Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsverteilung ist).

Definition 1.7 (Komplexitét) SeiIl in M berechenbar. Eine Funktion f: N —
N heifst die Komplezitit von II beziiglich M und C falls:

e 3 A* € M der II berechnet mit Cx(n) € O(f(n)) (A* < optimaler Apparat)
o VAe M, die Il berechnen, gilt Ca(n) € Q(f(n))

Nichtuniformes Modell: Sei II in M (nicht uniform) berechenbar. Komplexitit f :
N — N von 11 ist definiert durch f(n) = min{C(A,); Ay berechnetI1,,} (C ist Kos-
tenfunktion auf M (2.B. C als Schaltkreisgrifie — Minimale Schaltkreiskomplezitit
fiir gegebenes Problem))




Kapitel 2

Endliche Automaten und

regulire Sprachen

2.1 Grundlegende Eigenschaften

akzeptierter Zustand
0 1

@.@

1
verwer fender Zustand

verwer fen

0 1 1 0
qo qo Ul qo qo

akzeptieren

1 1 1 0
qo q1 qo q1 q1

||
PARITY = {z € {0,1}*, > x; mod 2 = 1}
i=1



verwer fen

0 1 1 0
qo0 q3 g3 q3 g3

1 akzeptieren

1 1 1 0
q0 q1 q2 q2 q2

Definition 2.1 (Deterministischer finiter Automate (DFA))
A=(Q,qo, F,9) ist ein endlicher Automat (DFA), wobei

e () = endliche Zustandsmenge
® go = qo € Q (Anfangszustand)
o I' = Teilmenge von Q (Menge der akzeptierten Zustinde)

e 0 =0:QxX — Q (Zustandsiberfihrungsfunktion qait, s — qnew (wobei s das
aktuell eingelesene Zeichen darstellt)

Deterministische finite Automaten sind beziiglich eines endlichen Alphabets ¥ defi-
niert.

Veranschaulichung und Notation
1. Zustandsiiberfithrungsgraph (siehe Beispiele)

e Knoten = Zustiande

s
e Instanzen (g;, s) LN g; von 0 entsprechen den Kanten @"’@
e ¢; € F werden markiert (akzeptierte Zusténde)

2. Zusténdsiiberfithrungstabelle

S1 | S2 | .. S | St
qo0
q1
gdw. 6(gi, s) = q;
q; q;
qr—1




Ql=r

Tabelle zu Beispiel 1: Tabelle zu Beispiel 2:
0|1 01
g0 | 90 | ©1 do | 43 | q1
*(Z1 q1 | 90 q1 qs | 92
a2 | @2 | @
43 | 43 | 43

Definition 2.2 (Berechnungsverhalten von DFAs A iiber X))
Fiir jede Fingabe x € X* exisitiert ein eindeutiger Zustand §*(q,x) in dem eine
Berechnung von A auf x endet, wenn in q € Q gestartet wird.

o Fall 1: x =€ (d.h. |x| =0 (leeres Wort)) — 6*(q,z) = q
o Full 2: x=s (dh. x| =1,8 € X) — §*(q,2) = (g, s)
o Fall 3: x| >1 (dh. x=2's;s € 5; 2| >1 ) — §*(q,x) = 5(6*(q,2), )

A quivalent dazu:

Fiir alle ¢ € Q und x € ¥* gilt:

« definiert einen eindeutig bestimmten Rechenweg ¢, ¢, ¢, ... ¢*) in A, wobei
firallei=1,...,x gilt:

W =6(qU V), x;) wenn x = 1, x2, oy T

(g, ) = g

A(z)=

e 1 falls 6*(qo,x) € F
e 0 falls 6*(q,x) ¢ F

L(A) = {x € ¥*; A(x) = 1} von A berechnete Sprache

Definition 2.3 (Regulir)
Sprache L C X* heifst requlir, falls 3 DFA mit L(A) = L (d.h. A berechnet L)

Kostenmafle fiir endliche Automaten

Relevantes Kostenmaf: Anzahl der Zustéinde (Berechnungszeit wire trivial (= Léinge
der Eingabe))

Beobachtung 2.1
DFAs sind uniformes Modell (verarbeiten Eingabe beliebiger Linge)
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2.1.1 Nichtreguldre Sprachen

Beispiel:
L = {0™1™;n > 1 beliebig } (beliebig langer Nullblock gefolgt von einem beliebig

langen Block von Einsen)

Lemma 2.1 3L ¢ REG

Beweis:

Annahme: 3 DFA A fir L = Da Q (Zustandsmenge) endlich ist 3 ¢ # j mit
5*((107 OZ) = 5*((107 0]) 07 @

= (S*(qO, Oili) = (5*(QQ, Ojli) = (5*((], 1i)
=q ecF =q ¢F = A ist kein DFA fiir L.

Beobachtung 2.2 DFAs kinnen nicht zihlen

Wichtige Fragen
1. Wie sieht man L € ¥* an ob reguldr oder nicht?

2. Wenn L regulér, wieviele Zustdnde hat dann ein minimaler DFA fiir L?

Lemma 2.2 (Pumping Lemma) (Aufpumpbarkeitseigenschaft regulirer Sprachen)
VL € REG gilt : 3ng € N sodaBBV w € L mit |w| > ng gilt :

3 Zerlegungw = zuy u #¢€, Vj > 0gilt: zuly € L
(w lisst sich an uw aufpumpen, ohne dass L verlassen wird)

Bemerkung 2.1 w = zuy € L = zy, zuuy, zuuuy,...,€ L

Beweis (Pumping Lemma):

Fix L € REG, DFAA={Q,q,F,0}, Lyng =|Q|, fix w mit |w| > ng
Berechnung A auf w:

o ¢ Q|

!

F
Da|w| >ng Fi#j 0<i; j<|w|undqg =qj

T q@y
qo0 i q|w)

11



Zerlegung von w=xuy

= §*(qo, vuly) = Qu €EF Vji>0

= zuly €L ]
Beispiel:

{0"1"™, n >0} € REG, da 0---01---1 nicht aufpumpbar

‘ ACHTUNG: Aufpumpbarkeit ist keine hinreichende Bedingung fiir REG!

Beispiel:

L € {{0,1}*; x enthilt gleich viele “0” und “17}

Diese Sprache ist nicht reguldr aber aufpumpbar

2.2 Aquivalenz-Relationen

Definition 2.4 (Aquivalenz-Relationen)
Sei M eine Menge und x,y,z € M dann gilt:
R C MxM ist eine Aquivalenzrelation <=

1. Symmetrie (x,y) € R <= (y,z) € R
2. Reflexivitit (z,x) e R Yz e M

3. Transitivitit (x,y),(y,z) € R= (z,z) € R

Beispiele:
e triviale Aquivalenz-Relationen
- “=¢“ (r,y) eR<=z=y
= Rarr {(z,y); z,y € M}

e Mod k-Relation auf Z
(z,y) € Mod k <= = —y =0 mod k

Exkurs

Sei x,y,k, k' € Z mit 0 < k' < k dann gilt:

Ir z=r k+k mit |r = x div k] und [k’ = x mod k|

x =y mod k <= x mod k =y mod k <= x-y = 0 mod k
xoy mod k = (x mod k) o (y mod k) modk o€ {-, +,-}

Definition 2.5 (Aquivalenzklassen)
Sei M eine Menge, * € M und R C MxM eine Aquivalenzrelation. R definiert

Partition von M in Aquivalenzklassen:

[z]r = {y; (z,y) € R}

12



Corollar 2.1 (Elementare Eigenschaft)
Vax,2' € M gilt:

[z]r = [2']r oder [z]lrN[z']r=0

= R unterteilt M in disjunkte Aquivalenzklassen

Definition 2.6 (Index)
o Y/r=A{lzlr; z € M}

o |M/g|=ind(R)

Beispiel:
e R: [r_={a}, M/_={{z}, z€ M}, ind(=)=|M|
[ ] RALL: [:L']ALL:M, ]M/ALL:{M}, an(ALL)Zl

® Roodk: [Tlmoar ={y; x=ymod kY, M/poar=1{[0],[1],...,[k—1]}
ind(mod k) = k

Definition 2.7 (Verfeinerung)
Aquivalenzrelation R auf M heifit Verfeinerung einer Aquivalenzrelation R’ auf M
falls gilt:

RCR (<= (z,y) € R= (z,y) € R))

Beispiele
e Geburtsstadt ist eine Verfeinerung von Geburtsland

e Geburtstag ist eine Verfeinerung von Geburtsjahr

Beobachtung 2.3
R’ Verfeinerung von R =¥ x € M gilt:

[z]r C [z]r = ind(R') > ind(R)

(= Mehr Aquivalenzklassen = grifierer Indez)

13



Eigenschaft 2.1
Ist R Verfeinerung von R dann gilt:

ind(R) = ind(R') <= R=R’
Definition 2.8 (Nerode-Relation)
1. L CX* % beliebiges, endliches Alphabet
L definiert folgende Aquivalenzrelation ~p, auf ¥*:
x~px gdwVyeX* gilt: vy e L<= a2’y L

2. ind(~p) = |*"/~,| (Nerode-Index von L)

Beispiel

L =PARITY «z,2' € {0,1}*z ~p o’
01101y 01y = Frage: Sind beide Worte dquivalent? = Zwei Falle:

1. gerade Zahl von Einsen anhéingen (als y): beide Worte in L
2. ungerade Zahl von Einsen anhéngen (als y): beide Worte nicht in L

T ~pariTy ¥ <= z und z’ haben beide ungradzahlig viele Einsen oder x und z’
haben beide gradzahlig viele Einsen. = ind(~parrry) = 2

Definition 2.9
x, 2, y € X* haben die Eigenschaft vy € L und 2’y & L oder xy & L und x'y € L.
In diesem Fall heifit y Zeuge, dass x #p .

Beobachtung 2.4

x ~p ¢ = Entweder x,x’ € L oder x,x’ & L, ansonsten ist bereits € Zeuge fiir
x A

Beispiel:

L={0",1" n>1} C{0,1}*

Fall: 0° ~p, 0

i # jist 1* Zeuge dass 0° /¢ 07, da 0°1° € L und 071 ¢ L

[0 = {0} {917/p 2 {[07),i > 0} = ind(~L) = 00

Aquivalente Notation der Nerode-Relation

LCY¥ rxeX* L, ={z;zy € L}

14



Beispiel:
PARITY z € {0,1}*
e x ungerade viele Einsen L, = {y; y hat gradzahlig viele Einsen}

e x gerade viele Einsen L, = {y; y hat ungradzahlig viele Einsen}

Beobachtung 2.5

x~p & = Ly =Ly

( =y an z oder x' angehingt = gleiches Ergebnis)
= ind(L) = ind(~1) = | /.| = |{Ls; z € ¥}

Theorem 2.1
Fiir alle Sprachen L C X* gilt:

1. Wenn ind(L) endlich = 3 DFA Ay, fir L mit ind(L) Zustinden

2. Ist A DFA fir L = A hat mindestens ind(L) Zustinde

Folgerung:
VL C ¥* gilt:
1. L ist regulér <= ind(L) ist endlich

2. Wenn L regulér = ind(L) gibt die Grofie eines minimalen DFA fiir L an

Beweis zu 1:

Voraussetzung: L C ¥* fixiert und ind(L) endlich.

Man konstruiert einen Automaten mit ind(L) Zusténden; ind(L) := I.

Es gilt:

E*/NL ={q0,q1,-qr-1}; ¢ CEX*;q0 = €]~ (Aquivalenzklasse des leeren Worts)
Beobachtung;:

1. Vi=0,...,] —1 entweder gilt ¢; C L oder ¢; "L =

2. x~p = d oz, 2 €q;.
s€X xs~pa's, denn L5 = {y;xsy € L} (Menge aller Worte nach x, die
mit s anfangen) (da z ~p 2’ = {y;2'sy € L = Lys})

Konstruiere Ay, : A, = (Qr;qo; Fr;01) Q== [~r ={q0,q1, -, qr-1}

qo = [€l~, Fr = {qr; ¢ € L} (da die Aquivalenzklasse ¢; entweder ganz in L
oder nicht) (gerechtfertigt durch Beobachtung 1).

Iz mit ¢; = [z]~, 0r(¢i,s) = ¢; = q; = [vs]~, (gerechtfertigt durch Beob 2).

Es bleibt zu zeigen: Ay, berechnet L

e A; hat die Eigenschaft dass Vz € ¥* 6} (go,z) =¢q; mit ¢; = [z]~,
(=Aquivalenzklasse von x beziiglich Nerode)

o 2], CL<=a2€el«<gq; €Iy

15



Beispiel

@ 1 (0
L=PARITY {0V /_  ={q,q:} @.
1

go={x; x hat geradzahlig viele Einsen}

¢1={x; x hat ungeradzahlig viele Einsen}

Beweis zu 2:

Man definiert eine weitere Aquivalenzrelation ~4 auf *. x ~4 2’ & §*(qo,2) =
0*(qo, ") (dquivalent falls  und 2’ zum gleichen Zustand fiithren)

Beobachtung;:

|*/ ~a | = ind(~4) = |Q| = es geniigt zu zeigen: ~ 4 ist eine Verfeinerung von
~, denn dann gilt ind(~4) > ind(~p).

= es geniigt zu zeigen: © ~4 ¢’ = x ~p o’

x~p xS 6*(q,x) = 0%(qo,x’) — Yy € X* gilt 6*(qo, xy) = 6*(qo, z'y)
=>VWeX*gitaye Lo eFedye Ll —-x~pa. |Al > AL

Bemerkung 2.2

Die Aussage ind(~4)=|Q| gilt nur wenn alle Zustinde ¢ € Q von qo aus erreichbar
sind, d.h. wenn fir alle g € Q ein x € ¥* exisitiert mit §*(qo, x) = q. Es gilt jedoch:
In jedem DFA A konnen Zustdinde die nicht von qg aus erreichbar sind ersatzlos
gestrichen werden ohne das Berechnungsverhalten zu dndern. Wir setzen tm obigen

Theorem voraus dass alle Zustinde g € Q von A von qo aus erreichbar sein.

Beispiel

LC{0,1}* L={xe€{0,1}* |z|> 3;z endet mit 101}
L.=1L

Loy={y;0yc L} =L=0~p¢
Lay={y;lye L} =LU{01} =110

Loy =L U{1}

Ly = LU{01}

Loy =L

Lo1y = LU{01}

L 000y = L = L100)

Loy = LU{01} = L1y = Loy = L1y = L1y = Loy
Lo10y = L(110) = Loy = LU {1}

L(101) = LU{01,¢}

Beobachtung;:

Ve =1, ..y, € {0,1}*,n >4 gilt L, = L(xp—2,2n — 1, 1)
= entscheidend sind nur die letzten drei Ziffern

{0,1}*/L = {qo, q1,92: g3}

g0 = {¢, 0,00, 000, 100, ...}

¢ = {1,01,11,001,011, 111, ...}

16



g2 = {10,110,010, ...}
gs = {101,0101,1101, ...}

Praktisch interessant:

e Wie konstruiere ich aus einem gegebenen DFA A einen minimalen DFA der
Sprache L(A)?

e Gibt es einen effizienten Algorithmus fiir Eingabe DFA A, Ausgabe minimalen
DFA fiir L(A).

2.3 Minimierung endlicher Automaten

Gegeben ist ein DFA A=(Q, qo, F, 0) iiber ¥

Definition 2.10 (Aquivalenzrelation ~ auf Zustinden)
g~q = VyeX*:
0*(q,y) € F < 0*(¢',y) € F

y ®q(y)
q .”M
®q (v)

Yy
q’o/(\,\/J

(beide akzeptiert oder beide nicht akzeptiert)
Aquivalente Definition: ¥ q € Q: L, = {y; 6*(¢,y) € F}

Beobachtung 2.6
o Sei Ly, = L(A) dann gilt: ¢ ~ ¢ <= Ly = Ly
* g~q < L(g) = L(¢)

Definition 2.11
q,q" undy € ¥* mit 6*(q,y) € F und 6*(¢',y) € F oder 6*(q,y) € F und 6*(¢',y) €
F dann heisst y Zeuge fiir q £ q'.

Lemma 2.3 Vq¢ecQ L '(q) = {x; §*(qo,2) = q}
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Eigenschaften:
1. Fallsq € F, ¢ ¢ F = q + ¢ und ¢ ist Zeuge dafiir (V € g € Q; 6*(q,¢) = q)

2.Vq,qd,aeXgilt: g~qg = d(qa)~dd,a)
denn wenn: ¢ ~ ¢’ = Vy € ¥* gilt:
ay € L(q) <= ay € L(¢') <V y € &* gilt:
y € L(6(g;a)) <=y € L((0(¢',a)) <= 0(q,a) ~ (¢, a)

3. dquivalent zu 2: Falls fiir ¢,¢’,a € ¥ gilt:  §(q,a) % §(¢';a) = g # ¢
= Rechtfertigen Definiton: 4/ = (?/~, [q0], F'/~, ;0]
(Definition '/ gerechtfertigt durch 1
(6'([g], @) = [6(q, a)], gerechtfertigt durch 2)
= DFA 4/ fiir L(A) mit |A] = ind(~))

4.V q,¢ und z € L=Y(q), 2’ € L7Y(¢) gilt:
q~q =z ~par

denn: g ~ ¢’ <= L(q) = L(¢') < V y € ¥* gilt:

0*(q,y) € F < §*(¢',y) € F <V y € ¥* gilt:

*(qo,zy) € F & 6*(qo,2'y) € F & Vy € ¥*,zy € L(A) & 2’y € L(A)

L(A)e = L(A)y <= @ ~p(a) @

Theorem 2.2
V DFAs A gilt:

ind(~)=19/~| = ind(~r(a)), d.h. /. ist minimaler DFA.

Beweis:

Q. = rin

N T

endliche M engen

o([q]) := [x]~, 4, fiir ein z € L7"(q) (gerechfertigt durch 4)

Injektivitdt von ¢: zu zeigen V q, ¢" gilt:

P(a) = ¢(¢') = ld] = [¢']¢(la]) = ¢(l¢']) <=

[:C]NL(A) = [mI]NL(A) fiirz € L_l(q),x/ € L_l(ql) = q~q =g =[q]
Surjektivitéit von ¢: zu zeigen Vo € £*3 ¢ € Q mit ¢([q]) = []
Wihle als q den Zustand §*(go, x)

= ¢ bijektiv. Definiere ¢ und zeige, dass Abbildung ¢ bijektiv (d.h. injektiv und
surjektiv) ist.

~L(A)"
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2.3.1 Effizienter Algorithmus zur Berechnung von #/. aus A

Datenstrukturen und Subroutinen

Eingabe : A = (Q, qo, F, ) verwalten fiir alle ¢ # j € {0,...,s — 1} eine Liste L(i,j),
in die Zustandspaare eingehéngt werden konnen. Der Algorithmus markiert alle
Paare nicht-dquivalenter Zusténde mittels markiere(g;, ¢;) und benutzt dazu eine

Funktion Markiere(g;, ;).

Ausgabe:
Q| q ||| a1
q0
q1
1 *
gs—1
MinDFA

1. Entferne alle nicht erreichbaren Zustinde (= A = (Q,qo, F,0) mit Q =
{q07 q1y .- qs—l})

2. Initialisiere alle L(i,j) mit )

3. for (i=0,...,s-1)
for (j=0,...,s-1)
if (¢; # ¢;) // Ein Zustand akzeptiert, der andere nicht

then markiere (g;, ;)

4. for (i=0,...,s-1)
for (j=0,...,s-1)
foralla € ¥
if(6(gi, a), 6(g;, a)) unmarkiert
then fiige (g;,q;) in L(d(gi, a),d(g;,a)) ein;
else Markiere (g;, g;);break;

Erlduterung: Untersuche (¢;,¢;) - falls fir a € ¥ d(g,a) 7 6(¢’, a) bereits er-
kannt = ¢ # ¢’ (falls nicht dquivalent = Abbruch)

Qqi Q4;

@4z ®qy

falls §(q, a), 8(¢’, a) nicht markiert = fiigen (q,q’) in L(d(q, a),d(q’,a)) ein. Bewirkt:
falls 6(q, a) # §(¢', a) zu spiterem Zeitpunkt erkannt, kann (g, ¢’) nachtriglich mar-
kiert werden = markiere (¢;,¢q;) = schreibe ™’ and die Stelle (3, j).

Markiere (g;, ¢;) = markiert(g;, ¢;) und alle (¢, ¢’) € L(¢, j) und alles was in L(g, ¢)
liegt.

19



Markiere(q;, Qj)
e markiere(g;, ¢;)

e streiche (g;, g;) aus allen Listen L(d(g;, a), 6(g;, a)) in die es vorher geschrieben

wurde

o falls L(gi, q;) # 0 fiir alle (¢,9") € L(gi, ;). Markiere (g, ¢’) (Rekursion)

Korrektheit

Beobachtung 1: alle markierten (g;, ¢;) sind nicht dquivalent (folgt aus Eigenschaft
1 und 2).

zu zeigen: alle a,q’ mit ¢ % ¢’ werden markiert. Nehme das Gegenteil an:

3(q, ¢') nicht markiert und ¢ % ¢’ = 3 Zustandspaar (¢*, ¢"*) mit kiirzestem Zeugen
* mit dieser Eigenschaft.

Wir wissen |z*| > 0, ansonsten wird (¢*,¢*) im Schritt 3 markiert = z* = aa’,
betrachten (r, ") mit r = §(¢*,a) und ' = §(¢*, a)

¢ 2 eF

¢ g F

Beobachtung 2: (r, ") hat Zeuge a’ kiirzer als «*, r ¢¢ 1’ (aus Eigenschaft 2) = (r, ")
wird markiert.

Fall 1: (r,r) wird vor (¢*, ¢"*) verarbeitet = (¢*, ¢'*) wird in der ’for all @ € ¥’ -
Schleife markiert

Fall 2: (r,r’) wird nach (¢*,¢"™ verarbeitet = (¢*,¢”*) wird in die Liste L(r,7")
geschrieben und bei Markiere(r, ") markiert = Widerspruch.

Laufzeit Min-DFA

e Entfernen von Zustédnden, die nicht von gg aus erreichbar sind
DFS-Durchlauf (Tiefensuche) startend von ¢o: O(|X| * |Q])

e Schritte 2 und 3: O(|Q|?)
e Schritt 4: es werden folgende Operationen durchgefiihrt:
— T(-,-) auf 1 gesetzt: < 1 pro (q,q')

— Zustandspaare in Listen geschrieben: < |3 pro (q,q’)

— Zustandspaare aus Listen gestrichen: < || pro (q,q’)

(durch Streichen wird Markiere(q, ¢’) hochstens einmal aufgerufen (pro

(a:4))
= O(]X] * |Q]?) Gesamtlaufzeit
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Beispiel

alblc|le|f|lg]|h
a 1 11111
b 1111111
c 1{1(1]1
e 11111
f 111
g 1
h

Anmerkung:

Zwei Zustédnde werden mit einer 1 markiert falls sie nicht dquivalent sind. Wegen
der Symetrie der Aquivalenzrelation en reicht es aus das obere Dreieck der Matrix

zu betrachten.

0 0
(eD)——C9) EO——(1)
1

—(D

@D
1

21



e — @

Z

22

|Zo,1)|

|L(b.9)]|

(a,€)

Lie, f)
(a,g)

(a,9)



Minimaler DFA

2.4 Operationen auf und Konstruktionshilfen fiir

endliche Automaten

Bezeichnungsweise:

e Sprachen L C ¥* dquivalente Schreibweise: L : ¥* — {0,1}

1 : €l
L(I){O : z €L

e A(Q,qo, F,0), F C @ #dquivalente Schreibweise: F': @ — {0, 1}

: F
F(Q){(l) : ZZF

erlaubt:
e L1 N Loy ist dquivalent zu L1 A Lo

ex € LiNLly &z € lyundzx € Ly & Li(z) =1 und Lo(z) = 1 &
(Ll/\Lg)(l‘):l

e 1 U Ly ist dquivalent zu L1 V Lo

e [y A\ Ly ist dquivalent zu Ly & Lo

Notation

erlaubt boolsche Ausdriicke iiber Sprachen Ly, Lo, Ls, Ly

L:= (L1 NLy)V (Ls® Lyg) x€Lgdw.x € LiNLsoder z € Ly A Ly
Beispiel: Komplement einer Sprache L ist ¥* \ L dquivalente Notation ist —L
(-L)(z)=1&Lx)=0< 2z X*\L

Frage: Gegeben sind reguliire Sprachen L1, Ly durch DFAs A, A3. Wie konstruiert
man DFAs fiir L1 N Ly, L1 U Lg, L1 A Lo oder dhnliche? (dquivalent Ly A Lo, Ly V
Lo, L1 @ L)
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Standard- Anwendungen

1. Verifikation

L
Wie testet man / \ ?
A = A’

dh. A(z) =A'(z)Vxz e X*

e konstruiere DFA fiir L(A) A L(A') :==B

e Minimiere(B)
L
L(A)—L(A/ \L(A)#L(A’)
Nocloo

2. Synthese
einfache DFAs Ay,..Ak. Suche DFA A der Art L = f(L(44),..., L(Ak))
berechnet mit f : {0, 1}* — {0, 1} komplizierte boolsche Operationen.
Gibt es effiziente Synthesealgorithmen?

Beispiele:

(a) L ={x € {0,1}*; x hat ungradzahlig viele “1” und gradzahlig viele “0”}
=L=L{ANLsy:
Ly =PARITY Lo ={z € {0,1}* x hat gradzahlig viele Nullen}
(b) A1 = (Qu,q, F1,61) fiir Ly
Az = (Q2, ¢}, F, 62) fiir Lo
F: Q1 — {0,1}
Fy: Q2 — {0,1}
A fiir Ly N Lo, A=(Q, qo, F, )
Q=Q1xQ2={(01,02), 01 € Q1,02 € Q2} a0 = (a5,%) F = Q1 x
Q2 —1{0,1} F(q,q2) =1 Fi(q1) = 1A Fa(qz) =1 F(q1) A F(g2)
6((q1,q2); a) = (01(q,a), 62(q2, a)) = F(q1) A F(g2)

(Idee: Parallele Ausfithrung beider Teilautomaten im Gesamtautomat)
Beispiel

L1=PARITY, Ly = {z € {0,1}*, gradzahlig viele Nullen}
= L1 N Ls = ungerade Zahl Einsen und gerade Zahl Nullen.

o
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(A1 UAj: berechnet Ly U Ly = {x; ungerade viele Einsen oder gerade viele Nullen})

Definition 2.12

k>1, Ly,..., Lx Sprachen iber ¥ (endliches Alphabet)
f:{0,1}* — {0,1}

definiere L = f(L, ..., L)

x € L(bzw. L(x) =1) <= f(L1(2),..., Li(x)) =1

kurz: L(z) = f(L1(x), ..., Lx(x))

Beispiel

LiNLy, k=2, f=x1 ANwa = f(L1,L2) = L1 A Ly

Definition 2.13 (Produktautomat)

k> 1; DFAs Ay, ..., Ay, diber ¥ f:{0,1}%F — {0,1} A; = (Qi, ¢, F*,0%)
definiere Produktautomaten A:

A= f(A1,...,Ar); A=(Q,q0,F,0) mit Q=01 X ... X Qg

go = (45,-a5) a€X (a1, ar),a) = (6" (a1, @), ... 0 (g, @)

F(z) =1<+= f(F'(z),...., FF(z)) =1 (z€F)

Theorem 2.3 A: f(Ay,..., A;) berechnet f(L(A1), ..., L(A))

Beweis:
ze L s f(Li(z),....Ly(z) =1 & f(F'(5 (g5, 7)), ., F*(65 (a5, %)) = F((q0, 7))

Beobachtung 2.7
| (A1, .y AR)| = |Ax] x |Aa| * ... | Ag]
(Der Produktautomat ist im Allgemeinen nicht mininal, auch wenn es die Faktor-

automaten, aus denen er zusammengesetzt ist, sind.)

2.5 Nichtdeterministische, endliche Automaten (NFA)

0,1

s 0,1

G0 ist ein nichtdeterministischer Zustand, denn wenn in go Eins eingegeben wird,

darf man sowohl in ¢y bleiben als auch nach g; wechseln.
Wirkung: fiir jede Eingabe kommen verschiedene Zusténde als Endzustidnde in
Frage (Bezeichnung: §*(go,x) = Menge der Zustinde, die als Zielzustinde fiir x

fungieren kénnen
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Beispiel

6*(q0,100) = {qo, g3} nicht akzeptiert

6*(q0,0000) = {qo} nicht akzeptiert
5*(q0,01) = {qo, 1} nicht akzeptiert
5*(qo,011) = {qo,q1,q2} akzeptiert

= F ={q}

Definition 2.14

NFA akzeptiert eine Eingabe x < es existiert ein mit x konsistenter Berechnungs-
weg, der in einem akzeptierten Zustand endet. Formal: §*(qo,x) N F # 0.

NFA N = (Q,q0,F,0) Q,qo, F wie bei DFAs, § : Q x ¥ — 29 := {Q' C Q}
Beispiel: N = {{qo, q1, 42,43}, 90, {2}, 0}

6(q0,0) = {q0}

(g0, 1) = {qo, ¢1}

5(q1,0) = {g2}-..

Definition 2.15 Berechnungsverhalten

definiere: Zustandsfolge ¢, ¢, ..., ¢"®) aus Q heifit eine mit x € * konsistente
Berechnung falls & = x1, ..., x5_1 und ¢ € 6(¢V, x1),¢® € 6(¢?,x),..., ¢ €
5(qCY, 25)

¢"®) = Endzustand der Berechnungsfolge auf x.

5*(q,x) = Menge der Zustinde ¢ fir die es eine mit © konsistente, in q' endende
und q beginnende Berechnung gibt.

formal: Ya€¥ 6*(q,a) =6(q,a) |z|>1, dh x=2a

6"(¢,7) = Ugesqer 9 0)

Definition 2.16
L(N) ={x € *,6"(q0, ) N F # 0} (3 eine mit x konsistente Berechnung von qo in

einem akzeptierten Zustand)

Motivation

Beobachtung: NFA kénnen potentiell mehr als DFAs (jeder DFA ist ein NFA)

1. K6nnen NFAs nichtreguléire Sprachen berechnen?
Antwort: Nein. 3 Algorithmus, der jeden NFA in einen dquivalenten DFA

iiberfithrt (etwas spiiter).

2. 3 Sprachen, fiir die ein NFA exponentiell kleiner ist als der minimale DFA,
d.h. NFAs gestatten eine wesentlich komprimiertere Repréasentierung regulérer
Sprachen.
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Beispiel
Ly = {z €{0,1}*; |z| > k und k-te Stelle von hinten ist Eins}

0,1
0,1

NFA fiir Ly: 8 1 @ 0,1 @ 0,1 0,1 @ 0,1 ,

= L hat NFA mit k+2 Zustéinden

ind(Lk)?

Voraussetzung: z, 2’ sind beliebige Worte mit |z| > k, |2'| > k.

Behauptung: z ~p 2’ <= x und 2’ stimmen auf den letzten k Stellen iiberein
denn: Nichtiibereinstimmung an i-ter Stelle von hinten 1 <i <k :

Hzy,z'y} N Lg| =1 fiir y mit |y| =k —1

Folgerung: ind(L;)> 2* da 2¥ Moglichkeiten fiir den Suffix der Linge k bestehen.
denn: [z]p1 N [2'] = 0 fiir alle z, 2’ die || > k und |2'| > k erfiillen, die sich auf den
letzten k Stellen unterscheiden. = minDFA fiir Lj, hat > 2F Zustéinde.

Alle zu NFAs dquivalente DFAs haben > 2k Zustinde.

Bemerkung 2.3
Gegeben sei ein NFA N = {Q, qo, F, 6} §:Qx%—29 und x € £* : N(z)
kann mittels DES (Tiefensuche) in O(|X| % |Q|) berechnet werden.

Satz 2.1
Jeder NFA der Grifie s (s = Anzahl der Zustinde) kann durch einen DFA der

Grifie > 2° simuliert werden.

Beweis durch Potenzmengen-Konstruktion

Algorithmische Idee: Fiir eine gegebene Eingabe x = (21, ..., z,,) verwalten wir fiir

alle i = 0,...,n die Menge der Zusténde, die durch (x1, ..., z;) erreicht werden. Wir
bezeichnen diese Menge als Qo(x), Q1(x), ..., Qn ().

Wir wissen:

® Qo(z) ={qo}

e x muf} akzeptiert werden <= Q,(z) N F # )

e Qiti(r) = quQ(z) 6(q, zit1)

Dieser Algorithmus mufl nun durch einen DFA nachgebildet werden.

Gegeben: N = (Q, qo, F,0) NFA§:Q x ¥ — 29

Simulation leistet DFA A = (Q, ¢, F, )

Q=2 Ggo={p} F={QCQQNF#0} Q' a)=U,q 4 a)
a€¥,Q CqQ

Behauptung: A berechnet die gleiche Sprache wie L (d.h. L(N))

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Vo € X* gilt: 6*({qo}, z) = §*(qo, x)

denn: z € L(A) <= 0 *({qw},z) e F <=0 *{q},x) N F # | =
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6*(go, ) NF # ) <= x € L(N)
Beweis: Per Induktion iiber Linge von x (folgt direkt aus der Definition)

Folgerungen

1. NFAs konnen nur regulidre Sprachen berechnen

2. Potenzmengen-Konstruktion ist asymptotisch optimal ((siehe Beispiel k-te
Stelle von hinten ist Eins) = exponentieller Blow-Up in Zustandsgrofie NFA
- simulierender DFA)

3. Algorithmische Realisierung: In der Regel werden durch Potenzmengen-Konstruktion
nicht erreichbare Zusténde generiert = besser: Generiere A aus N, indem auf

Basis von DFS oder BFS alle von {go} aus erreichbaren Zusténde generiert

werden. 01 0.1

Beispiel: N= (4 }— @ o @ o @ o 8(dritte Stelle von hinten
ist Eins)

- 0

4. A muB in der Regel noch minimiert werden

5. Achtung: Die Karthesische-Produkt-Konstruktion funktioniert fiir NFAs im
Allgemeinen nicht, das heiBt Ny, ..., Ny NFAs und f : {0,1}* — {0,1} so be-
rechnet N = f(Ny, ..., Ni) im Allgemeinen nicht die Sprache f(L(Ny), ..., L(Ng)).

Das Minimierungsproblem fiir NFAs ist (wahrscheinlich) nicht effizient 16sbar (da
NP-schwer).
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2.6 Regulidre Ausdriicke

Definition 2.17 (Regulére Ausdriicke iiber (rekursiv) gegebenem, endlichen Alphabet X)

1. ¢,0 und a sind fiir alle a € ¥ requlire Ausdriicke

2. Ist R ein regulirer Ausdruck, so auch (R)*

3. sind Ry, Ry regulire Ausdriicke, so auch (Ry) + (Rg) und (Ry) * (R2)
Beispiel: regulire Ausdriicke iber {0, 1} 0,1,¢0
0+ (W) () (1)) +(e)  (10711) + (01700)
Konvention:

o wir schreiben Ri1 Ry statt R1 * Ro

o RF fir Rx Rx R ...x R

k—mal

e Regeln zum Weglassen von Klammern: Hierarchie der Bindekraft von Opera-
toren: * stdarker x stdarker +
Beispiele: Ry * Ro + R3= ((Ry1) * (R2)) + (R3), Ri xR = (R1)*((R2)*)
2.6.1 Semantik von reguliren Ausdriicken

Jedem reguldrem Ausdruck R € (XU{(,), *,+,0, €})* wird eine Sprache L(R) C ¥*
zugeordnet.

o L) =0, L(e):={e}, L(a)={a} Yaex

e L(R*)=L(R)* der kleensche AbschluB von L(R)
o L(Ry + Ry) = L(Ry) U L(Ry)

o L(Ry % Ry) = L(Ry) * L(Ry)

Definition 2.18

Sei L, L' C ¥* dann gilt:

LxL ={ww;welL, wel} (Konkatenation)

= LF = {w®, . w®; M wk) e L)

LF = U, L* = {e} U{w; 3k und Unterteilung w = w®, .., w® mit w® €
LYi=1,..k}

Beispiele

e (0+1)*=({0}uU{1})* Kkleenscher Abschluf} <= L* = eU{w, Ik >1 w =
w®, . w®;w® e Ly i=1,..,k} = {0,1}* = Menge aller Worte iiber 0,1

e k-te Stelle von hinten ist Eins: (0 + 1)* * 1% (0 + 1)k~1

e PARITY: - spiter -
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e PARITY* : e U{w; Ik > 1,w=wW, ., w® w® c PARITY,i=1,..,k} =
({0,1}*\ {0}*) U {€}, denn: hat w mindestens eine Eins — w kann in Teil-
werte zerlegt werden, die alle genau eine Eins haben, diese Teilwerte sind in
PARITY .

Satz 2.2 Fiir alle reguliren Ausdriicke R gilt: L(R) ist requlir.

Beweis:
Behauptung klar fiir R € {0, e} UX. Es geniigt zu zeigen: Wenn R, Ry, Ry regulire
Ausdriicke sind, fiir die L(R), L(R1), L(Rz2) regulér = L(R1+R2), L(R1*R2), L(R*)
regulédr. Wir fixieren DFAs:
A1 = (Q, 00, F1,01) L(Ry)
As = (Q2,43, F2,02) L(R»)
A=(Q.a0.Fs) L(R)
Wir konstruieren NFAs fiir L(Ry + Ra), L(R1 * Rz), L(R*):
Ein DFA fiir L(R; + Ra) "< L(R1) U L(R») ist A1 V Ay
(und hat |Q1| * |Q2| Zusténde).

Alternativkonstruktion:

1. kleinerer NFA fiir L(R; + R2) (mit |Q1] + |Q2| + 1 Zusténden).
algorithmische Idee: Raten ¢ € {1,2}, berechnen A;(x) (d.h. x wird genau
dann akzeptiert wenn A;(x) = 1 oder Az(z) = 1, d.h. L(R;) U L(R2) wird
berechnet).

Definieren: NFA NV = (QY, g5, F", %) Q" = (Q UQ2 U{To})
(M U M’ = disjunkte Vereinigung)
g5 = {ro}

FU o F1 @] FQ falls € g L(Rl) U L(RQ)
FLUFy, U {Ro} falls € € L(Rl) U L(RQ)

Bemerkung: € € L(R;) <= g\ € F; i=1,2
{6%(q,a)} falls g € Q1

87(g,a) = {0*(q;a)}  falls g € Q2
{51((]370’)’52((13’0‘)} q=To

A2
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2. Wir konstruieren einen NFA NO = {Qo,qg,FO,éo} fir L(Ry) * L(Rg) =
QR =Q1UQ: a0 = a5

{6 (¢.a)}  qe@\F
8%(q,a) = {0%(q.0)} g€ Q2
{6'(q,a),6*(¢§,a)} g€ R

7o _ Fy @ € F
F1 UF2 q(Q)EFQ

x € L(RyxRy) <= Jax=2a's" o' €L(Ry),a" € L(Rg)
Idee: Rate (nicht deterministisch) den Anfang von z”

Bemerkung: L1 C Ly % Ly < e € Lo w = we ist Partition fiir alle w € Ly

3. Konstruiere NFA N = (Q, ¢o, F, 6) fiir L(A)*
QZQU{To} FZFU{To} qo = To

) {0(g.a)}  firgg F g #mo
6(¢,a) = ¢ {d(q;a),6(q0,a)} q€F
6(q0,a)  g=ro

Idee: In akzeptierenden Zusténden wird nicht deterministisch geraten ob ein

neues Wort der Partition anfingt oder nicht.

Korrektheitsbeweis

re€L(A)* <= xceoder Ik>1 z=aW . 20,20 c L(A)
Vi =1,.., k <= 3 akzeptierte Berechnung von N auf x (springe nach jedem z®

zum Anfangszustand).

Satz 2.3

Fiir jede regulire Sprache L C X* existiert ein regulirer Automat R mit L(R) = L.
Folgerung: Regulire Ausdriicke, DFAs und NFAs sind dquivalente Berechnungsmo-
delle.

Beweis:

Wir zeigen einen Algorithmus der fiir jeden DFA einen reguldren Ausdruck R kon-
struiert mit L(A) = L(R):

Fixiere s > 1 und DFA A = (Q,qo, F,0); Q={q1,-..,qs}

ij = {z € ¥*;6*(¢;,x) = ¢; und alle Zwischenzusténde ¢; von ¢; durch x nach g;
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erfiillen [ < k} 1<i,j7<s; 0<k<s
L(A)= U Lj; (L3; = {=,0"(qi,z) = q;} konstruiere fiir alle i, j, k einen re-

Ji4i€F
guldren Ausdruck Rf; fir Kf5( = R= ). Rj))
Jiai€F
Konstruktion vom R, : LY, = {a € 3;0(qi, a) = ¢;} R}, = > a

a€X,8(qi,a)=aj
Esgilt (Vk > 1;1 <4,j <s)  RE =R+ RE(RE ) Ry, daraus kann
ein Algorithmus zur Konstruktion von R direkt abgeleitet werden. ij enthilt nur
Worte € £* mit 6*(¢;, x) = g;.
Wir betrachten ¢; —% ¢, —%2 ... =%-1 q,_, =" g; zelijf=1,<k
Vr=1,...,n—1

Fallunterscheidung;:
1. 3keinrmit I, =k =z € ij_l

2. drmitl, =k

o 2
A

Auf Stiicken zwischen ¢; und gy, gr und g, gx und ¢; kommt g, nicht vor.

It >2mit 2 =2 %2 x5 20D 5 10
S xe L (L) Lyt = L = L o Li (L ) L
= falls reguliire Ausdriicke fiir L}, fiir alle ¢/, j’ bekannt = R}, = Rfjfl—l—Rfkfl (R,l:,;l)*R,’zjfl.

Beispiel: Reguldrer Ausdruck fiir PARITY
betrachten: @ 1 0

R = R%z = R%z + Riz(Réz)*Réz = Riz(R%ﬂ* = 0*1(0 + 10*1)*

allgemein gilt:
Rl =R+ RENRITY) RIS = R e+ R (R \ e = R (R

Rill = Rzol (Rgl)* b

@——()

i pi—1 i—1/ pi—1yk pi—1 _ [ pi—1y pi—1
Rij*Rij +Rij (Rii ) Rij *(Ru‘ )Rij
%,—/
(Ri;7 1)~

R%z = (Rgl)*R?2 =071

R}y = R, 4+ RY, (R);)*RY; = 0+ 10*1
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Kapitel 3

Grundlegende uniforme

Berechnungsmodelle

Uniforme Berechnungsmodelle dienen zur formalen Modellierung von Algorithmen.

3.1 Random Access Maschinen (RAM)

Apparat zur Notation von Algorithmen; ist idealisierte, maschinennahe Program-

miersprache mit zugehoriger Hardware.

Definition 3.1

RAM orientiert an Verarbeitung natirlicher Zahlen:

ol 4 ]

CPU

Programmspeicher

RAM arbeitet taktweise, in jedem Takt wird eine Programmzeile abgearbeitet.
Ein RAM-Programm ist eine numerierte, endliche Folge von RAM-Befehlen.
Funktionen: ¢c: N — N Content
c(k) aktueller Inhalt von Register k

Parameter z: Programmzeilen-Zdhler, gibt aktuell abzuarbeitende Programmzeile an.
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RAM-Befehle | Wirkung
Laden cload k c(0):=k, z=z+1

load k c(0):=c(k), z=z+1

indload k c(0):=c(c(k)), z=2+1
Speichern store k e(k):=c(0), z=z+1

indstore k cle(k)):=c(0), z=z+1
Operationen  cadd k c(0):=c(0)+k, z=2+1

add k c(0):=c(0)+c(k), z=2+1

csub k c(0):=max{c(0)-k,0},z=2+1

sub k c(0):= mazf{c(0)-c(k),0},z2=2+1

cmult k c(0):=c(0)*k,z=2+1

mult k c(0):=c(0)*c(k),z=2+1

cdiv k c(0):=c(0)/k],z=2+1

div k c(0):=1¢(0)/c(k)),z=2+1

emod k ¢(0):=c(0) mod k,z=z+1

mod k c(0):=c(0) mod c(k),z=2z+1

goto k z:=k

if 0 goto k wenn ¢(0)=0 goto k, sonst z:=z+1

stop

Definition 3.2 Wir sagen: Eine RAM A berechnet ein Problem I1 C X* x X* falls

fiir alle Eingaben x gilt: Ist © in vorgeschriebener Weise in die Register von A ge-

schrieben, so hdlt das Programm in einem Zustand, in dem eine Ldésung y zu x in

vorgeschriebener Weise in die Register geschrieben wird.

, Vorgeschrieben® liegt hierbei im Ermessen des Entwerfers.

Beispiele fiir RAM-Implementierungen bekannter Algorithmen

Problem 1:
gegeben: natiirliche Zahlen x und y
gesucht: z = x*y
Ausgangskonfiguration:
x steht in Register 1
y steht in Register 2
Endkonfiguration:
x — Register 1
y — Register 2

z — Register 3

Programm:
1. load 1
2. mult 2
3. store 3

4. stop
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3.1.1 Kosten von RAM-Berechnungen
uniforme Kostenmessung (this.uniform # Berechnungsmodellen.uniform)

Definition 3.3 (Zeitmessung)

Jeder RAM-Befehl kostet eine Zeiteinheit, jedes belegte Register kostet eine
Speichereinheit.

Sei A RAM, z FEingabe von A, dann gilt

RAM — timeY (x):= Anzahl der Rechenschritte von A auf x

RAM — spacel} (x):= Anzahl der benutzten Register

Im Beispiel: RAM — timeY%(z,y) = RAM — space¥(x,y) =4

= RAM — time%(n) = RAM — space(n) =4

(Kritisch: Verarbeitung groler Zahlen (= langer Eingaben) kostet genausoviel Zeit
wie kurze Eingaben.)

logarithmische Kostenmessung

Definition 3.4 (Zeitmessung)
Die Ausfihrung jedes RAM-Befehls kostet die Summe der Eingabelingen der am
Befehl beteiligten Operanden (= Registeradressen und Registerinhalte).

Beispiel: Wende obigen Algorithmus auf zwei n-Bit Zahlen an:

(= |z] =|yl =n = € N ist n-Bit Zahl = Binédrdarstellung von x hat n Bits genau
n—1 )

dann wenn x = (z5,—1,...,7%0) mit v = > z;2° und 2,1 = 1 & 2" 1 <z < 2" 1)
i=0

Definition 3.5
|z| = [logaz| +1

Beispiel:
Xy
1.load 1 | |z|+1
2. It 2 2
m ol + gl + = RAM — time'?9(n) = O(n)
3. store 3 | |x|+ |y —1+2
4. stop 1
O(l=] + lyl)

Speicherplatzmessung

Definition 3.6 (Speicherplatzbedarf pro Register)

Linge der lingsten in dieses Register geschriebenen Zahl

Definition 3.7 (Gesamtspeicherplatzbedarf)

Summe der Kosten aller Register (nicht benutze Register verursachen Kosten 0)
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Beispiel:

RAM — spacey? (x,y) = |z| + |yl + 2Jz| +2ly| — 2 = 3(|z| + |y|) — 2
Register 1: |z|

Register 2: |y|

Register 3: |z| + |y| — 1

Register 4: |z| + |y| — 1

= RAM — space'??(n) = ©(n)

Problem 2:

Eingabe: z € N

Ausgabe: [z|,zg, 21, ..., T|5—1 € {0,1} mit 2 = |I|X:12izi
i=0
Algorithmus (Pseudocode):
output x mod 2;
x = x div 2;
while x > 0
output x mod 2;

x :=x div 2

Beispiel:

x=37 | 1

x=18 | 0

x=9 1

x=4 | 0 = 37=100101
x=2 0

x=1 1

x=0

RAM-Implementierung
Anfangskonfiguration: © — Register 1
Endkonfiguration:
|z| — Register 2
zo — Register 3

r1 — Register 4

Ty -1 — Register |z| + 2
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Programm:

1. cload 3 9. store 1 17. cdiv 2
2. store 2 10. load 2 18. goto 8
3. load 1 11. cadd 1 19. load 2
4. cmod 2 12. store 2 20. csub 2
5. indstore 2 13. load 1 21. store 2
6. load 1 14. cmod 2 22. stop
7. cdiv2 15. indstore 2
8. if 0 goto 19 16. load 1

Kostenbedarf

Speicherplatz: RAM — space'd? (x) = 2 x + loga|z| + 1
RAM — space(n) = O(n)

RAM —time9(x) = O(n+ (n — 1) + ... + 1) = O(n?)

In jedem Schleifendurchlauf gilt: Zeit € O(|z|)

Problem 3:
gegeben: x,y,z € N
gesucht: ¥ mod z (Grundoperation von RSA)

Pseudocode:
u=1;
while y > 0

*

u=u*x mod z;

y=y-1;

Kosten C(n) =2""! (Durchliufe der while-Schleife fiir n-Bit Zahlen x, y, z)
(bei RSA: n=2048)

Ein effizienter Algorithmus: Square and multiply
Y= (Un-1,Yn—2,n50) @ =(@*)?

(nil y:2°) .
¥ mod z = x =0 mod z =[] z*mod z
w=1; v=x mod z e
while y > 0
if (y mod 2) = 1 then u:=u*v mod z
vi=v% mod z

y:=7y div 2
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3.2 Turing-Maschinen (TM)

k-Band TM iiber ¥; ¥ = Berechnungsalphabet (Voraussetzung: ¥ enthiilt ein Leer-
zeichen (#), k>1€eN
typischer Fall: ¥ = {0, 1, #}

ININENENEE

CPU

INENENRESE

Eigenschaften und Funktionsweise

e in jedem Feld kann ein Zeichen aus ¥ stehen
e auf Bindern agieren Lese-/Schreibkopfe (hier: ein Kopf pro Band)

e Kopfe konnen in einem Arbeitstakt Zeichen aus ¥ schreiben und ein Feld nach

links oder nach rechts gehen

o Kopfe werden von einer CPU gesteuert, die ein Turing-Maschinen-Programm
enthélt (also eine endliche Folge von Befehlen der Art:
if (s1,...s%) and ¢ then (s, ..., s.) (M1, ..., My) and ¢’ 54,8, € X
M; € MOVE={L, R, N} (Left, Right, Not) ¢ € @ « endliche Zustands-
menge
Wenn die Maschine TM in Zustand ¢ und die Kopfe ein Zeichen s; bzw.
52, ..., 8 lesen, so schreibe s| bzw. ... bzw. s}, gehe fiir alle ¢ = 1,..., k ent-
sprechend M; und die TM geht in Zustand ¢'.
Alternativ: g : if (s1,..., s;) then (s}, ..., s},) (M, ..., M) goto ¢’

Formale Definition einer k-Band Turing-Maschine

M ={Q, qo, 6} (M={Zustandsmenge, wohldefinierter Anfangszustand, Zustandsiiber-
gangsfunktion})

§:QxXF - ¥F x MOVEF x Q

(q,(s1,...s8%)) — (81, ..., 8%.), (M, ..., Mi),q")

Beispiel

TM, die eine gegebene Bin#rzahl um 1 erhcht
Anfangskonfiguration (1-Band TM):

1
HH# Abn_1, ..., bo #H...F# fir by_1,...,00 € {0,1}, zEN
{
(# kennzeichnet hierbei die initiale Position des Lese-/Schreibkopfs)

Zielkonfiguration:

1
H#H. . HCn, Cn1,y s H#...F T+1EN
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zugehoriges TM-Programm

0 1 #
) (#,L,q1)
o1 | (LR,g2) (O,L,q1)  (1,R,q2)
22 | (OR,q2) (LR,q2) (#N,g)
g3 | (ON,g3) (1,N,g3) (#.N,gs)
Beispiel

3-Band TM (addiert 2 Binérzahlen)
Anfangskonfiguration (b, c € {0,1}*):

1
H#bp—1, ..., bo#

!
#Cn—17 "'700#

1

H#HH, . #H#
Endkonfiguration:
H#bp_1, ..., bo#
#Cn—17 "'700#
#ds—’ru "'7d0#
n—1 . n—1 . s—1
> b2+ (1 ¢2) = 3 di2t
i=0 j=0 k=0

Annahme: TM schreibt nur auf Band 3

Band 1 # 0 1 # # 0 0 1 1
Band 2 # # # 0 1 0 1 0 1
Band 3 # # # # # # # # #
qo q2 (0,LLL,g0) (1,LLL,0) (0,LLL,q0) (1,LLL,q0) (0,LLL,q0) (1,LLL,qo) (1,LLL,q) (0,LLL,q1)
Q1 (1,¢2) (1,LLL,go) (0,LLL,q:) (1,LLL,q) (0,LLL,1) (1,LLL,g0) (O0,LLL,;») (0,LLL,q») (1,LLL,q1)
q2 q2 q2 q2 q2 q2 q2 q2 q2 q2

Beispiel (Akzeptor)

2-Band TM iiber {0,1,#}

Anfangskonfiguration:
l

F#bn—1, ..., bo#
|

#c’m—17 ey CO#

akzeptiere falls (b,—1,...,00) = (¢m—1, .-

Bana1 | # 0 1 # # 0 0 1
Bamaz | #  #  # 0 1 0 1 0

., Cp), verwerfe sonst

1
1

q0 Gacc Qrej Qrej Qrej Qrej LL Qrej Qrej
Gacc Gacc Gacc Gacc Gacc Gacc Gacc Gacc Gacc
Qrej Qrej Qrej Qrej Qrej Qrej Qrej Qrej Qrej
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Ab jetzt werden TM-Algorithmen nur noch informal spezifiziert.

Beispiel 4
3-Band TM iiber {0,1,#}
e Anfangsbedingung Band 1: b € {0,1}*
o TM akzeptiert b <= b enthélt genau soviele Nullen wie Einsen

TM ziahlt auf Band 2 die Einsen

TM ziahlt auf Band 3 die Nullen

TM akzeptiert wenn nach Einlesen der Eingabe Inschriften auf Band 2 und 3
gleich

Beobachtung 3.1 TM konnen nichtrequlire Sprachen berechnen.

3.2.1 Berechnungen durch TM

wichtiger Begriff: Konfiguration einer TM: Gesamtheit aller Informationen, die zu

einem gegebenen Zeitpunkt relevant fiir das weitere Verhalten der TM ist.
konkret: gegeben: k-Band TM M iiber %
Konfiguration:

e aktueller Zustand
e aktuelle Beschriftung der Béander

e aktuelle Kopfpostitionen

Beobachtung 3.2

Zu jeder Konfiguration existiert eine eindeutig bestimmte Nachfolgekonfiguration
(= die des nichsten Taktes).

= Jeder Konfiguration K von M entspricht eine eindeutig bestimmte Folge K —
K1 — ... von Konfigurationen mit K1 Nachfolgekonfiguration von K; K; Nachfol-
gekonfiguration von K;—1 Vi > 1.

Die Folge heifit Berechnung von M auf K.

Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Berechnung ,hdlt an“( terminiert®) falls 3i K; = K;41 = ... dann heifit K;
Stopp-Konfiguration

2. Berechnung hdlt nicht an (Vi > 1 K; # K;11)
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Beispiele

1. 1. Beispiel 1:
(vel. Beispiel 1:) #111# #ﬁo#
q0 q1

o 1 #

q0 q1
> Q|92 9 q @ @ @ (#t}iﬁ'&)

@2 @1 @1 Q1

= hailt nicht an, wechselt immer von ¢; nach g2 und zuriick

1 l
Startend auf kg = #11 # hilt M nach timens (ko) = 7 in der Stoppkonfig 110 #
—— ——

q0 g3

Definition 3.8

1. Berechnung einer TM auf einer gegebenen Konfiguration k ist eine eindeutig

bestimmte Folge ko — k1 — ko — ... mit
(a) I{/’O =k
(b) Vi=0,1,... ist k;41 die Nachfolgekonfiguration von k; beziglich M

2. M halt auf k < 3 s > 0 mit ks = ksy1 = ksy2 = ...; ks heiffit Stopp-
Konfiguration zu k

3. M hilt auf K = timep (k) = s = Anzahl der Takte bis zum Erreichen einer
Stopp-Konfiguration
M hilt nicht auf K = timeps (k) = o0

Konvention

Gegeben: ¥ (enthilt #)
Fiir jede Eingabe z € X* fiir eine TM M iiber ¥ bestimmen wir eine eindeutig

bestimmte Startkonfiguration ko (z):

1
H# Ty, ..., T Band 1, alle anderen Bénder sind # in allen Bandzellen.
—_———

q0
(wenn nicht explizit anders vereinbart)

Konvention

Fiir alle y € ¥* definieren wir den Begriff ,, Stoppkonfiguration“zu y:
1
Wenn M k-Bank TM, dann steht y auf Band k: #y1, ..., yn #

e Band 1 darf Eingabe enthalten (kein ,Muss®), alle anderen Bénder sind leer

e M befindet sich in Stoppkonfiguration (d.h. in einem Stoppzustand q)
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Bemerkung: ko(e) = Band 1 ist leer, d.h. enthilt nur #

Definition 3.9

Gegeben ist ein Berechnungsproblem II C ¥* x X*

Eine TM M berechnet 11, falls M fiir alle zuldssigen Eingaben x € ¥* auf ko(z) in
einer Stoppkonfiguration k(y) hdlt und (z,y) € I (d.h. y Lisung zu z).

Vereinbarungen

Wir schreiben time () fiir timens (ko(x)) und timens (n) fiir mazyes- |o)—n (timenr(x))
worst-case Laufzeit.

timepy : N — N wichtigster Kostenparameter

Definition 3.10

Wir nennen eine Turing-Maschine TM iber ¥ t(n)-zeitbeschrdnkt falls timep (n) <
t(n) fir alle n € N (genauver: timey (z) < t(|z|) V€ X* zulissig).

Wir nennen eine TM M polynomiell zeitbeschrdinkt falls 3 Konstanten C)k mit M

ist C % n* zeitbeschrinkt.

Frage: Wie aussagekréftig ist das Modell der TM?

Angestrebte Aussage: Wenn Berechnungsmodell II in irgendeinem verniinftigem

Modell einen Polynomialzeitalgorithmus hat, dann auch im TM-Modell.

3.3 Gegenseitige Simulation von RAM- und TM-
Modellen

Allgemeine Vorbemerkungen

Gegeben: Eine zu simulierende TM (bzw. RAM) iiber der Zustandsmenge (bzw.
Menge der Programmzeilennummern) Q.
Wir beschreiben die Simulation durch die simulierende TM (bzw. RAM) M’ folgen-

dermaflen:

1. Zu jeder Konfiguration k fiir M existiert eine entsprechende Konfiguration
O(k) fiir M’

2. Definiere M’ durch Angabe von Unterprozeduren M), und M’'(q) ¢ € Q in
folgender Weise:

o M| erzeugt fiir alle zuliissigen Eingaben xz fiir M die Konfiguration
®(ko(x))
e M'(q) hat folgende Eigenschaft: Ist k eine Konfiguration fiir M im Zu-

stand ¢ und k' ihre Nachfolgekonfiguration, so iiberfiithrt M’(q) die Kon-
figuration ®(k) in ®(k’)
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Veranschaulichung:

ko(z) — k1 — ka — ks —
q0 qi, iy Gis
Simulation 1 1 i} 1
W) % ak@) M ) MG - — 0(ky)

Wobei k{(z) die Startkonfiguration von M’ auf x ist.

Satz 3.1
Jede t(n)-zeitbeschrinkte TM M dber einem beliebig fixem Alphabet ¥ lisst sich
durch eine O(t(n))-zeitbeschrinkte TM M’ dber {0,1} mit gleicher Bandanzahl si-

mulieren.

Beweis

Simulation basiert auf einer Kodierungsfunktion ¢: ¥ — {0, 1}* fiir passend gew#hl-
tes s (s >log2|X)).

Wir betrachten den Fall M 1-Band TM (allgemeiner Fall analog):

Konfiguration K von M:

Berechnung von M auf x

Erlduterung: Fiir alle ¢ € @Q sei M'(q) iiber Zustéinden (q,0), (q,1), (q,2) usw.
definiert.
Informale Beschreibung von M(q)

e M'(q) liest den aktuellen Block von links nach rechts und stellt fest, dass dies
die Kodierung von a € X ist.
Es sei 0(q,a) = (a',M,q') M€ MOVE,d €%, ¢ €Q

e M'(q) iiberschreibt aktuellen Block von rechts nach links mit c(a’)
e M'(q) geht an Startposition des néchsten aktuellen Blocks gemi M

e M’'(q) begibt sich in Zustand (¢’,0), den Startzustand von M’(q)
timeM/(q): O(S) = O(l)

Satz 3.2
Fiir alle k > 1 gilt: Jede t(n)-zeitbeschrinkte k-Band TM M kann durch O(t(n)?),
zeitbeschrinkte 1-Band TM M’ simuliert werden.

43



Beweis

Falls ¥ das Bandalphabet von M dann sei (X x {0,1})* das Bandalphabet von M’.
Idee: Wir teilen das Band von M’ in 2 * k Spuren auf.
Beispiel: k=2

(K)

Beschreibung von ®(k)

e Die M’ Spuren 1,3,5 enthalten den Inhalt der Béndern 1,2,.. von M; die M'-

Spuren 2,4,6,... enthalten die Kopfpositionen wie oben beschrieben.

e Der M’-Kopf steht auf der linken Begrenzung des beschreibenen Teils der

Bander

Satz 3.3 Jede t(n)-zeit- und s(n)-platzbeschrinkte RAM A kann durch O(t(n) —
s2(n)) zeitbeschrinkte 4-TM M simuliert werden (logarithmisches Kostenmapf).

Beweis

Fixiere RAM A, Q Menge aller Programmzeilennummern, go € ¢ Nummer des
Startbefehls von A

Konfiguration von RAM: ¢, (0,¢(0)) (41, ¢(i1), ..., (ir, c(ir)), wobei ¢ den aktuellen
Befehl, ¢ die Adressen der nichtleeren Register und ¢(i) den Inhalt von Register

1 bezeichnen.

Platzbedarf einer Konfiguration &

L+ [bin(e(O)] + 2 ([bin(ie)] + [bin(e(ir))])

(bin(c(0)) bezeic}tl;let die Darstellung von ¢(0) in bindrer Form.)

Einer Konfiguration k& von A mit ¢ entspricht Konfiguration ®(k) von M.

Zustand von ®(k): (¢,0) Startzustand von M (q)

Band 1: ... ##0#bin(c(0))##bin(i1)#bin(c(i1)) ## ... #F#bin(iy ) F#bin(c(iy) ) #HH#FH# ...
Béinder 2-4: sind leer (d.h. nur mit # beschrieben)

Entwurf von M (q): transformiert ®(k) in ®(k’) wobei &’ Nachfolgekonfiguration

von k ist. Diese entsteht durch die Abarbeitung des Befehls mit Zeilennummer q.

Wir miissen eine Fallunterscheidung beziiglich aller in Frage kommenden RAM-
Befehle durchfiihren:

Exemplarisch: q indaddi ist aktuelle Programmzeile
M(q):
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e kopiere bin(c(0)) auf Band 2

e suche auf Band 1 die Zeichenkette ##bin(i)#bin(c(i))##
e kopiere bin(c(i)) auf Band 4

o suche #bin(c(i))#bin(c(c(i)))## auf Band 1

e kopiere bin(c(c(i))) auf Band 3

e addiere Bin&rzahlen von Band 2 und Band 3, iiberschreibe Band 4 mit dem

Ergebnis
e kopiere alles rechts von bin(c(0)) auf Band 2
e i{iberschreibe bin(c(0)) mit Bindrzahl auf Band 4
e kopiere hinter diese Binérzahl den Inhalt von Band 2
e 16sche Bénder 2,3 und 4
e gehe in Zustand (¢ + 1,0)

Zeitbedarf von M(q): O(s(k)+ Kosten der Addition), wobei s(k) der Platzbedarf
von k ist. Die Operanden der Addition haben eine Bitldnge < s(k), der Zeitbedarf
ist damit O(s(k)).

= O(s(k))

Die Konstruktion M (q) fiir andere RAM-Befehle lduft dhnlich.

Achtung: mult-, div- und mod-Befehle sind teuerer und verursachen einen Zeitbe-
darf von O(s?(k)) falls die ,,Schulmethode“implementiert wiirde. = Gesamtkosten
von M :  timep(n) < t(n) * mazqeq(timenq)(s(n))) € O(t(n)s*(n))

Satz 3.4
Jede t(n)-zeitbeschrinkte TM kann durch O(t(n)log t(n)) logarithmisch zeitbeschrdink-
te RAM s simuliert werden.

Beobachtung 3.3
1—-TM,k—TM , RAM
—_—

verschiedeneAlphabete
In all diesen Modellen ist die Menge der berechenbaren Probleme und die Menge

der mit polynomiellem Zeitbedarf berechenbaren Probleme gleich.

Curch’sche These

Die Menge der berechenbaren Probleme ist in allen intuitiv verniinftigen Berech-

nungsmodellen gleich.

45



erweiterte Church’sche These

Das Gleiche gilt fiir die Menge der mit polynomiellem Zeitbedarf berechenbaren
Probleme.

= Definition grundlegender Komplexitatsklassen:

PTIME = {II; II Berechnungsproblem mit Polynomialzeitalgorithmus}
REK = {II; I Berechnungsproblem das berechenbar ist}

PTIME CREK

Wir betrachten gesondert die Berechenbarkeit von Sprachen:

L C¥* bzw. xr : ¥* — {0,1}

REK = {L C ¥*; L berechenbar}

P ={L C ¥*; L ist in Polynomialzeit berechenbar }

Beobachtung 3.4
1. REGC PC REK

2. L € REK <= 3 1—Band TM diber {0,1,#}, die L berechnet
—_—
€{0,1}
3. L € P < 3 polynomiell zeitbeschrinkte 1-Band TM dber {0,1,#}, die L
berechnet

3.4 Universelle TM

Wir entwerfen eine programmierbare TM, die eine beliebige 1-Band TM iiber {0, 1, #}
in Echtzeit simulieren kann. Wir kodieren 1-Band TMs M durch Gédel-Nummern.
OBdA M ={Q,q1,6}

6:Qx{0.1,#} = {0.1,#} x MOVE x Qi Q = {12, s}

5(g2,a) = (a,N,q2) Va € {0,1,#]}

Ordnen M eine fixierte Kodierung < M > (genannt Godel-Nummer) der Funktion

0 zu:
Kodierung;:
0’ 0 N 0
T 00 = 0? L 00
#H 000 = 03 R 000
g Wp=0
1<i<s i
Kodierung einer Instanz §(g¢;,a) = (a/, an, ,q5) = 0110%10°10°107 = code (1)
MOVE
Beispiel

0(g3,0) = (#, L, q2) code(I) = (000101000100100)
< M >=111code(I1)11code(I2)11code(I3)11...11code(I;)111
I, ..., I sind Instanzen von §, lexikografisch nach den ersten beiden Komponenten

geordnet.
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11 = (ql, 0, )(QI; 1, )(ql, #, )(QQ, 0, )
< M > entspricht einer eindeutig bestimmten Kodierung als Bindrzahl.

Die universelle TM U
e U ist 3-TM iiber {0, 1, #}

o zuldssige Eingaben x  # < M >, wobei < M > eine syntaktisch korrekte

€{0,1}*
Godelnummer fiir eine 1-Band TM M {iber {0, 1, #} ist.

Arbeitsweise: U simuliert taktweise die Arbeit von M auf z
Phase 0:

e kopiere < M > auf Band 2 und l6sche < M > auf Band 1
e schreibe 0! auf Band 3

Arbeitsphase (Simulation eines Taktes):

e wenn M in diesem Takt in Zustand ¢;, steht auf Band 3 0°

e die aktuelle Bandinschrift von M steht auf Band 1 von U
U:

1. Falls ¢ = 2 stoppe

2. Lese aktuelles Zeichen a = 0% auf Band 1 und suche Instanz 07°10%... auf Band
2

3. Falls I = 110°10%10°10°107 veréndere Band 1 entsprechend 0° und 0° und
schreibe 07 auf Band 3

Beobachtung 3.5
. M e ;
timeps(x, < M > ) = O(timeps(x))

Konstante
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Kapitel 4

Berechenbarkeit

Wir betrachten hier ausschlieBlich 1-Band TM iiber dem Alphabet {0,1,#} die
Sprachen berechnen, d.h. die eindeutig bestimmte Stopp-Zusténde ga=accept und
gs=reject haben.

Grund: Alle Betrachtungen funktionieren auch fiir kompliziertere Modelle und Pro-
bleme mit mehreren Output-Bits, die Verwendung wére jedoch umsténdlicher ohne
wesentlichen Erkenntnisgewinn.

genauer: Wir betrachten TMs als geordnete Folge M1, M, ..., M;, ..., wobei M; die
Maschine mit der i-t grofiten Gédelnummer bezeichnet.

Frage:

Sind alle Sprachen L C {0,1}* berechenbar?

(d.h. gilt die Aussage: V L C {0,1}*34 € NT mit M, berechnet L?)

Antwort:

Nein. Falls die Aussage richtig wire konnte man die Menge aller L C {0,1}*
durchnummerieren mit min(L) := min{i, M; berechnet L } = {L C {0,1}*} =
P({0,1}*) abzihlbar, jedoch ist P({0,1}*) gleichméchtig mit R(— iiberabzihlbar)
Da P({0,1}*) iiberabzihlbar = ,fast alle “Sprachen sind nicht berechenbar, die
Menge der berechenbaren Sprachen ist abzéhlbare Teilmenge in P({0,1}*)
REK={L C {0,1}*;3 TM M mit M berechnet L} (d.h. M hélt auf allen z € {0, 1}*
und M(z) =1<=x € L; Mz)=0<2¢L)

Wir wissen: REG ¢ P C REK € P({0,1}*)

Frage: Ist es moglich nichtberechenbare Sprachen explizit zu definieren?

Antwort: Ja.

Vorbetrachtung:

Definieren Ordnung auf {0,1}* = {wi,we,...} mit w < w’ genau dann wenn
|w| < |w'| oder falls |w| = |w’| ist w lexikografisch kleiner als w’.

Beispiel: {0,1}* geordnet nach <: ¢ , 0 ,1,00,01,10,11,000,001,010,011, 100, ...
===ben —~"

w1 w2
Definition 4.1 (Diagonalsprache)

Die Diagonalsprache D: D = {w;; M;(w;) = 0} = alle Worte fiir die 0 auf der

Diagonalen steht.
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T | My, My Ms; My Ms
w1 0 .
0 Mj(wl) =0 w2 . 0 .
T = 1 Mj(w;) =1 w3 . . 0 .
# M; hélt nicht auf w; wy . . . 0
Ws 0

Satz 4.1 D ¢ REK

Beweis:

Wir nehmen an 3 TM M = M; fiir D. Wir betrachten das Verhalten von M; auf
wj, genauer:

Ist w; € D? w; € D L Mj(w;) =1 und w; € D LY M;(w;) =0
Widerspruch! = es existiert kein M = M; fiir D.

Definition 4.2 (Halteproblem H C {0,1,#}*)
H={< M > #x;< M > giiltige Gédelnummer, x € {0,1}*, M hilt auf x}

Satz 4.2 H ¢ REK

Beweis:

Wir nehmen an H € REK und zeigen dann D € REK.

H € REK — 3 TM Mg fiir H; wir bauen mit Mz TM Mp fir D.
Definition von Mp: Eingabe: w; € {0,1}*

e berechnet < M; >
o fiittert My mit Eingabe < M; > #w;

Fall 1: My (< M; > #w;) =0 (d.h. M; hélt nicht auf w;), dann gibt My 0 aus
Fall 2: My(< M; > #w;) = 1 (d.h. M; hilt auf w;), dann gibt My den Wert
-M;(w;) aus

genauer: Fall 2: Falls My(< M; > #w;) =1 Mp startet M; auf w; und gibt
- M;(w;) aus.

= Mp berechnet D Widerspruch.

Definition 4.3 (Spezielles Halteproblem H. C {0,1}*)
H.={< M >; M hdlt auf €} (d.h. auf leerem Band)

Satz 4.3 H. ¢ REK

Beweis:

Nehmen an H, € REK = 3 TM M, fiir H, wir zeigen als Folgerung H € REK.
Wir konstruieren My fiir H mit Unterprozedur M,

Vorbetrachtung: V = € {0,1}* 3 TM M, die, startend auf dem leeren Band, x auf
das Band schreibt.

Arbeitsweise von My auf einer Eingabe < M > #ux
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1. Mg berechnet die Godelnummer einer M, die zunéchst mittels M, x auf das
Band schreibt und dann M auf x startet.

2. starte M. auf Eingabe < M} >

Beobachtung:

1 M halt auf leerem Band < M hélt auf =

My(< M > =M(< M} >)=
a( #e) = Ml ) { 0 M hilt nicht auf leerem Band < M hilt nicht auf o

= My berechnet H Widerspruch.

Definition 4.4 (Rekursiv aufzihlbar)

L C {0,1}* heifit rekursiv aufzihlbar falls eine TM M existiert, die L ,aufzihlt*
dh Mz)=1<=z€L

(d.h. wenn x & L ist M(x) = 0 oder M hilt nicht auf x gestartet)

ENUM={L C {0,1}*,3 TM M, die L aufzihlt}

Beobachtung 4.1

D e ENUM

Definition: Mp, die D aufzihlt
FEingabe: x € {0,1}*

e berechnet i mit x = w;

e berechnet < M > mit M = M;

o startet M auf x

o gibt falls M auf © halt ~M () aus

Beobachtung: Mp(x) =1< M;(_x )=0

wq

4.1 Das Reduktionsprinzip

Definition 4.5 (Reduktion)

Gegeben: L1, Lo C {0,1}* und Funktion f : {0,1}* die berechenbar ist.
Wir sagen f ist Reduktion von Ly auf Ly < YV € {0,1}* gilt:

x €L <= f(z) € La(x € L1 — f(x) & La).

. \ Lo
{0,1}"

*O

{01}
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Definition 4.6

L, < Ly < 3 Reduktion f von Ly auf Lo. Man kann zeigen: ,< “ist eine reflexive
und transitive Relation.

Intuitiv: Ly < Lo : Ly ist nicht wesentlich schwieriger als Lo, d.h. aus Ly € REK
folgt L1 € REK.

Satz 4.4 Aus L1 < L und Ly € REK folgt L1 € REK

Beweis:
Wir fixieren eine TM M fiir f und M5 fiir Lo und konstruieren M; fiir L.
Eingabe: z € {0,1}*

e starte My auf © = f(x)
o starte My auf f(x); M;(x) = Ma(f(x))

Erkldrung am Beispiel von Satz 3 (H. ¢ REK):
Wir definieren eine Reduktion f von H auf H. (d.h. wir zeigen H < H.)
Definieren f:

e f testet ob die Eingabe die Gestalt < M > #x mit < M > korrekte Godel-

nummer und z € {0,1}* hat
e f gibt die Godelnummer einer Maschine M’ aus, die folgendes tut:
o M’ startet M, (schreibt die Eingabe x auf das leere Band)
o M’ startet M auf x

f(<« M >H#z)=<M">

Zu zeigen: f ist eine Reduktion von H auf H..

Fall 1: < M > #x € H = M’ hilt auf leerem Band

Fall 2: < M > #a ¢ H = M’ hilt nicht auf leerem Band

4.2 Der Satz von Rice

Erweiterte Definition der Berechenbarkeit

Wir betrachten die Berechenbarkeit von Funktionen g : {0,1}* — {0,1, _* }

don’tcare
partielle Funktion

Sprachen sind Funktionen L : {0,1}* — {0,1}

Definition 4.7
Wir sagen eine TM M berechnet die partielle Funktion g : {0,1}* — {0, 1, %} falls:
Ve {0,1}* und g(z) # * gilt: M(z) = g(z).

o1



Eigenschaft 4.1

Im Gegensatz zu volldefinierten Funktionen ist die berechnete partielle Funktion
nicht mehr eindeutig definiert. Insbesondere: Eine gegebene TM M berechnet alle
partiellen Funktionen g mit der Figenschaft:

gl M) gi0) € MY(0)

Extremfall: w: {0,1}* — {0,1,*} u(z) =% Vxe{0,1}*

Beobachtung 4.2
Jede TM M berechnet wu.
R={g:{0,1}* = {0,1,%};3 TM M, die g berechnet}

Beobachtung 4.3
e REKCR
e ueR
e L:{0,1}* - {0,1}¢ R—L¢R

Fiir S C R definieren wir Lg = {< M >, M berechnet g € S}

Satz 4.5 (Satz von Rice)
Fiir alle Teilmengen ) C S C R mit u & S gilt: Lg ist nicht berechenbar.

Beispiel

fir Lg: S = {PRIMES}; PRIMES(z) = 1 & z ist eine Primzahl in Binirdar-
stellung = Lg nicht berechenbar; d.h. es ist nicht berechenbar ob ein gegebener
Algorithmus korrekt das Primzahlenproblem oder ein beliebiges anderes Problem
berechnet

= Verifikation der Korrektheit von Programmen ist nicht berechenbar.

Beweis

Wir zeigen He < Lg

Wir konstruieren eine Reduktion f von H. auf Lg.

Wir definieren f(x) fiir eine Eingabe x € {0,1}*

f testet ob x =< M > fiir eine TM M.

Die Ausgabe von f ist eine TM < M’ > die auf der Eingabe 2’ € {0, 1}* folgendes
tut:

o M’ startet M auf dem leeren Band

o falls M anhélt so startet M’ M, auf
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Unterprozeduren

Wir wissen:
e uéSs
e S#0,dh.dge S,g#u

Wir fixieren eine TM Mg, die g berechnet.

Behauptung: f(< M >) =< M’ > ist Reduktion von H, auf Lg

Fall 1: < M >¢ H. = M’ hilt auf keiner Eingabe 2/ € {0,1}* = Die einzige
partielle Funktion, die von M’ berechnet wird ist u,u ¢ S = (< M’ >¢ Lg).

Fall 2: < M >€ H. = M’ hat gleiches Ausgabeverhalten wie My = M’ berechnet
g9,9€S

4.3 Post’sches Korrespondenzproblem (PKP)

Eingabe: (z(),yM), (2@, y®), .. (), 4)) s > 1 beliebig; 2 € {0,1}*,y® €
{0,1}* Vi=1,..,s

Esgilt: I € PKP < Jiy,ia,...,4¢ (t > 1 beliebig) mit xl) g2) (i) = (i) g (2) - (in)

Beispiel:
1. I =((101,10),(0,10),(11,000), (00,110)) Mz =4My@ T c PKP

2. I =((10,01),(11,001),(101,011)) I ¢ PKP, da alle 2", jedoch kein y*) mit
1 anféingt

Satz 4.6 PKP ¢ REK

Definition 4.8 (Modifiziertes PKP (MPKP))
MPKP, Fingabe I wie bei PKP: I € MPKP < d1,i0,13,...,%9+ t > 1 beliebig
x() gli2) (i) = (i) g (i2) g (ir)

Hilfssatz 4.1 MPKP < PKP

Beweis:

Gegeben: I = (z1y1)...(xkYk)

Wir definieren f mit f(I) € PKP <= I € MPKP

f ist Reduktion, f(I) ist Instanz iiber ¥ U {$, &}

F(I) = o)y (B4 oo @y sr) 1 = Lok

x} « schreibe vor jeden Buchstaben von z; ein &

x; = 10110 — 2z} = &1&0&1&1&0

Y, < schreibe hinter jeden Buchstaben von y; ein &

Y = 110 — y) = 1&1&0&

xy =1} Ty = &8

Yo = &yi Yir1 =8

Beobachtung: Va; beginnen mit ,&“, nur y{, beginnt mit ,,&*
= jede Losung von f(I) beginnt mit z(, bzw. y{ und enthélt danach nur Worte mit

x} bzw. y, mit i > 0, da sonst yjyo zwei ,&“hintereinander entstiinden, die durch
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x} nicht generierbar sind.

i1y ..., is ist Losung zu f(I) <= i1 = 0,i9,...,is—1 € {1,..,k},is=k+1
/ / ! / / / —

T Ty ey Ty = Yo s Yigs oos Yi, WA Ty s oy Ty = Wiy ooy Y,

= I € MPKP < f(I) € PKP
Hilfssatz 4.2 H < MPKP

Beweis:

Gegeben M#w, wir ordnen mittels Reduktion f : I = f(M,w) mit I € MPKP

<~ M#w € H zu.

Eigenschaften von M: M arbeitet iiber {0,1,#} und ist eine 1-TM iiber @

Q' C Q bezeichnet die Menge der Stoppzustinde. Wir betrachten die Zustandsiiberfithrungs-

funktion § als Menge von Instanzen (g, a, ¢, M, ¢') mit:
e €Q\Q
e M € MOVE
e ¢ cq
e a,ce {0,1,#}

4 3 3 3 / / / Loy
Wir kodieren die Konfigurationen von M als wjws...w;_;qjw;w;q...w

also:

o akueller Zustand ist g;

~

e aktuell bearbeiteter Bereich des Bandes ist w]...w
e aktuelle Kopfposition ist Kopf auf w;

»aktuell bearbeitet“heifit: die Felder, die bereits vom Kopf besucht wurden
Beobachtung:

e Startkonfiguration auf w = wi...w, : QoW1 W3... Wy,

Stoppkonfiguration: wjws...w;_, ¢'wjw;, ;...w}, ¢ eqQ

e M hilt auf w — Berechnung von M auf w ist kg — k1 — ... — k;

ko = ko(w), k, Stoppkonfiguration

kiy1 ist Nachfolgekonfiguration von k; ¢ =0,...,7—1
e M hilt nicht auf w ko M kq M ko M.

Enthilt die Berechnung von M auf kqg(w) keine Stoppkonfiguration ist die
Folge der Konfigurationen unendlich.

f(M#zx) besteht aus einer Menge von Wortpaaren (Regeln):
Vier Untermengen:

1. Startregel
2. Kopierregeln

3. Uberfithrungsregeln
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4. Loschregeln und Schlufiregeln

f(M+#z) ist Instanz fir MPKP iiber {0,1,#,$, &} UQ

Sprechweise:
Gilt 7 ist Instanz zu PKP (oder MPKP) und i1, 42, ..., is ist Losung zu dieser Instanz
dann heiflt x;,, iy, ..., Ti, = Yiyy Yig, -y Yi, LOSungswort von I.

M#w € H & f(M#x) € MPKP und das Losungswort zu f(M#w) ist
$8ko(w1)3% k195k2383...83k, 88 £, 188k, 289...$%k, , 588

Phasel Phase2
In Phase 1 werden die Uberfithrungsregeln, in Phase 2 die Loschregeln angewendet.

Beobachtung;:

1. Anfangsregel: x...$ y$$ko(w)
= 2 muss $kow kopieren:
Beispiel: kow = gowiws...w, und (go, w1, w}, R, q)
z : $$gowi wows$...

y 1 $$qowiwaws$w! quows$. ..

2. Phase 1: Die z-Folge muss fiir alle i = 0,...,7 — 1 Konfigurationen k; durch
Kopier- und Uberfithrungsregeln aufschreiben und erzeugt dabei auf y-Seite
Konfigurationen y;1.

Dieser Prozess endet genau dann wenn eine Stoppkonfiguration k, auf die y-
Seite geschrieben wird, (ansonsten nie).

(= M#w ¢ H = f(M#w) ¢ MPKP)

Annahme: M#w € H und H, Stoppkonfiguration

H, = wiwh..w}_,q'w}...w),

3. Phase 2: Es sind nur noch Kopier- und Loschregeln anwendbar, x mufl H, auf

seine Seite schreiben:

x: $8Ho(w)$S...88w]...w,_, ¢'w}...w),

y: $$Ho(w)$S.. .88 H,-$Sw ... wl_oq'wi...w),

2z muf} ;um ¢’ herum*“Léschregeln anwenden, die die Inschrift auf y-Seite um

ein Zeichen verkiirzen.
Schlussregel: = : $...$%a¢’$3¢'$$$
y:$..$8aq'$3¢'$$%
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Kapitel 5

NP-Vollstiandigkeit

5.1 Motivation

o Kiirzeste Wege
e Minimaler Spannbaum

e Zyklusfreiheit von Graphen

5.1.1 CNF-Problem

Definition 5.1 (CNF-Formel)
C=Cy NCy A ... \NC,y, iiber x1,...,xy, (x; sind Variablen aus {0,1})

Klauseln

Definition 5.2 (Klauseln)
Ci=L{VIyVv..VL,

Literale

Definition 5.3 (Triviale Klauseln)

0,1, wobei 0 auch die leere Klausel genannt wird.

Definition 5.4 (Literal)
T;,x; 1€ {17 7n} (zB l=x;V ﬁl‘i)

Wir nehmen OBdA an, da8 in jeder Klausel hochstens ein Element aus {x;, —~a;} Vi

vorkommt.

Eigenschaft 5.1
vV f:4{0,1}™ — {0,1} gilt: 3 CNF-Formel, die f berechnet

w=(w1,...,wi)E€{0,1}" i=1



Es gilt

1 sonst

Beispiel
X1y
0/0]0 (x Vy)
0|1]0 (x V=)
110(0 (mz Vy)
111 (@VyA(xV-y A(-zVy)

Definition 5.5
Jede boolsche Formel C' tiber x1,...,x, berechnet eine boolsche Funktion
f:{0,1}" = {0,1} bzw. C : {0,1}" — {0,1}

Bei CNF-Formel:

C;=L1V..VL Ci(w) =Li(w) V...V Lig(w) Yw e {0,1}"
) =1

ri(w)=w;  ~zj(w)=1-w;

CNF-Formel iiber z1,...,x,

w € {0,1}™ ist erfiillende Bedingung fiir C falls C(w) =1 < Vi=1,....m C;(w) =1

Beispiele fiir praxisrelevante Probleme, fiir die trotz jahrzehntelanger Bemiithungen

keine Polynomialzeitalgorithmen gefunden wurden:

5.1.2 SAT-Problem

Eingabe: Boolsche Formel in konjunktiver Normalform (CNF-Formel):
C=C1AN...NCy, iiber x4, ...,z in CNF-Form

Frage: Ist C erfiillbar? (3w € {0, 1}* mit C(w) = 1)

(.1‘1 V xo V ﬁl‘g) N (ﬁ.’L‘l V ﬁl‘g) A\ (ﬁﬂ?g \Y ﬁl‘g)

= (100) ist z.B. erfiillend

(1 Va2) A (mxy V) A (1 V —x2) A (-1 V —we) = nicht erfiillbar
21 A (mwy V a2) A (mxe V xg) A (-3 V —xp) = nicht erfiillbar

Algorithmen fiir SAT

Exhaustive Search (Vollstindige Suche):
forall w € {0,1}™ do { if C(w) =1 stop 1}
stop 0

Laufzeit: O(n * m * 2™)
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Beobachtung 5.1
Gegeben seiw € {0,1}" C = C1A...AChy,, dann ist C(w) in O(nxm) berechenbar.

1. SAT ist extrem praxisrelevant

2. Wir kennen keine Polynomialzeitalgorithmen fiir SAT
Situation: Wir wissen nicht ob SAT € P.
Definition 5.6 (K-CNF)

CNF-Formel C = M C; heifit k-CNF Formel k € NT fallsVi=1,....,m
i=1
C; enthidlt hochstens k-Literate.

Definition 5.7 (k-SAT)
Eingabe: k-CNF-Formel C
Ausgabe: 1 — Jw mit C(w) =1

Frage: Fiir welche k£ > 1 gilt k-SAT € P?

Antwort:

1-SAT € P 1-Formel: Ly A Ly A ... A Ly, erfiillbar gdw. 3 fiir kein j Literal ; und

—z; in C bzw. kein Literal ist 0.

2-SAT € P es existiert ein schneller Algorithmus fiir 2-SAT, der auf der Berech-
nung starker Zusammenhangskomponenten eines passend konstruierten Gra-

phen basiert.

3-SAT: 3-SAT ist genauso schwer wie SAT. 3-SAT € P = SAT € P

5.1.3 Travelling Salesman Problem (TSP)
Eingabe:
e n (= n Stidte)
o D= (dij)}i—y d;j € N (Distanzmatrix d;; = Distanz von ¢ nach j)
mogliche Losungen: II € 3, (Menge der Permutationen von 1...n)
Kosten fiir eine Rundfahrt: C(II, D) = nil dmiei+1)) + daimymn())
TSP = {(n, D,1); C(IL, D) = minm s, C(T, D)}

Entscheidungsvariante von TSP: Dec-TSP

Dec-TSP

Eingabe: n, D,k € N
Frage: 3 Rundfahrt IT: C(I1, D) < k

Beobachtung 5.2
Dec-TSP € P = TSP € PTIME
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Algorithmus fiir Dec-TSP

Exhaustive search: Durchsuche die Menge aller I’ € ¥,, nach IT mit C(II, D) < k.
Laufzeit: Q(n x |2,]) n! = 20(nlog n)

(Je1,c2 € R 2cinlogn < pl < geen logn)y

Bei heutige Rechenleistung;:

260 Prozessortakte unter gewaltigen Anstrenungen maoglich

280 Prozessortakte ,sicher®

5.1.4 Hamilton Circuit (HC)

Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V, E)
Frage: Hat G einen HC (einfacher Kreis, der alle Knoten enthilt)?

Beispiel: e HC ¢ HC

?
auch hier: HC € P

Exhaustive search:

wenn n = |[v| v € {vy,...,v,} fiir alle IT € G,
test ob {(vri(1), vrie2))s (Vrig2), Vi) )s s (Vrin—1), vnin))s (Vrigny, vnny) } € E
5.1.5 Clique

Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V, E), ke N

Frage: Enthilt G eine Clique der Grofe mindestens k (k-Clique)?

Ein Graph heiflt vollstdndig wenn er alle moglichen Kanten enthlt.

Ein vollstandiger Graph mit k& Knoten heifit k-Clique (und hat (g) Knoten).

1-Clique: o

2-Clique: o,

3-Clique: A

4-Clique:

5-Clique:

(@,4> € Clique <@,5) ¢ Clique
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Es ist unklar ob Clique € P.

Exhaustive search:
Teste fiir alle V! CV mit [V'| =k ob {(v,w');v #w € V} CFE
Laufzeit:
v
(')
|V | = n, Algorithmus lduft auf Eingaben (G = (V, E), %)

() ~

5.1.6 Matching

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E), ke N*
Frage: Enthélt G ein Matching der Grofle k, also eine Menge paarweise disjunkter
Kanten?

Zwei Kanten e=(v,w) und e’=(v’,w’) sind paarweise disjunkt <= [{v,v’,w,w'}| =4

Beispiele

(@,2) € Matching (@,3) & Matching

Perfect matching

Eingabe: G = (V, E)
Frage: Hat G perfektes Matching, d.h. ein Matching mit L%J Knoten?
Matching € P (bester bekannter Algorithmus: O(n?))

5.1.7 Rucksack
Eingabe:
e n (Zahl von Objekten)
® ci,...,c, € Nt Nutzenwerte
e wi,..,w, € NT Gewichte
e w  Gewichtsschranke
e ¢ Nutzenschranke
Frage: 37 C{1,...,n} mit ¢(f) = > ¢; > cund w(l) = > w; <w
icl il
Rucksack é P
5.1.8 Partition
Eingabe:
o N

e wy,..,w, €ENT
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Frage: 31 C {1,...,n}
wI)=>w;=> w;=w({l,...,n}\I)

i€l idl

Exhaustive search:

Teste alle I C {1,...,n} auf die gewiinschte Eigenschaft.
Laufzeit: (2™)

?
Partition € P

5.2 Nichtdeterministische Touring-Maschinen und
die Klasse NP

Definition 5.8 (Nichtdeterministische Touring-Maschinen (NTM))

hier: 1-Band NTMs diiber ¥ N = (Q, qo, ACC, REJ, ), wobei Q die Zustandsmen-
ge, qo der Anfangszustand und ACC/REJ akzeptierende bzw. verwerfende Stopp-
zustdnde sind.

§:QxY —Xx MOVE x 29

(g,8) — (s',m, Q") — Menge der mdglichen Nachfolgezustinde

Wirkung: Bei DTM (deterministischen TM) existiert fiir eine gegebene Anfangs-
konfiguration k¢ ein eindeutig bestimmter Rechenweg kg — k1 — ko — ...
Bei NTMs gibt es zu jeder gegebenen Konfiguration k¥ = wi...w;—1q;w;...wy, in

der Regel mehrere mogliche Nachfolgekonfigurationen (Beispiel: wenn 0(g;, w;) =

: / "
(s, L,{qk,q}), dann sind k' = wy...w;—2qrw;—15Wit1...wm und k" = w1...w;—2qw;—15W;i11...

die beiden moglichen Nachfolgekonfigurationen).

(Die Terminologie sei hier wie im PKP-Beweis:
® Wi, ..., wy,: aktuelle Bandinschrift
e g;: aktueller Zustand
e i: aktuelle Konfiguration

= fiir jede Konfiguration k existieren mehrere mogliche Berechnungen von M auf
k
= fiir jede Eingabe x zu M existieren in der Regel verschiedene Berechnungsverléufe

von M auf « (bzw. ko(x)), die akzeptierend, verwerfend oder gar nicht enden miissen.

Definition 5.9

gegeben: NTM M, Eingabe x fiir M

timeps (x) = mazimale Linge einer Berechnung von M auf x
timen (n) = max|y—, (timen ())

Zeitverhalten timepr : N — N von M

Definition 5.10
Die von einer NTM M berechnete Sprache bestehe aus genau den Eingaben, fir die

es eine akzeptierende Berechnung gibt.
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Konvention:

Wir betrachten nur NTMs, die auf jeder moglichen Berechnung anhalten.

Erlduterung

NTMs konnen nichtdeterministisch einen sogenannten , Ratestring “(einer vorgege-

benen Linge p(n)) auf das Band schreiben.
e M erzeugt deterministisch die Binérdarstellung bin(p(n))

e M schreibt zeichenweise einen String der Lénge p(n), wobei bei jedem Bit
nichtdeterministisch zwischen ,,Schreibe 0“und ,,Schreibe 1“gewé&hlt wird.

— dabei wird der Biné&rzéhler entsprechend heruntergezéhlt.

qox1...Tp

v

T1...Tn#HY1 ... Yp(n)q

Definition 5.11 (NP)
NP={L; L hat nichtdeterministische TM mit timey; € no(l)} P C NP

Bemerkung 5.1

Typische Operation fiir NTMs ist:

gegeben: t : N — N, | FErzeuge nichtdeterministisch einen Ratestring der Ldnge
t(Jz|) “(M erzeugt bin(t(|x|)) und schreibt einen String der Linge t(|z|), wobei bei

jedem Bit nichtdeterministisch zwischen ,Schreibe 0“und ,Schreibe 1“gewdhlt wird.)

NP-Algorithmus fiir das SAT-Problem

Eingabe: n, C = A C; C; Klausel iiber a1, ..., Zpn, 1, ..., T,
i=1
NP-Algorithmus:

e Rate String b = (b1, ...,b,) € {0,1}" (O(n))

e Verifiziere deterministisch ob C'(b) =1 (d.h. ob C;(b) =1 Vi=1,...,n
O(n *m))

Beobachtung 5.3
1. Laufzeit ist O(n * m)

2. M* berechnet L = {(n,C); 3b= (by, ...,bn) mit C(b) =1} "= $AT.
= SAT € NP = 3-SAT € NP

NP-Algorithmus fiir das Dec-TSP-Problem

Eingabe: D = (dij)i41, k
NP-Algorithmus:
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e Rate eine Permutation II € ¥,
Bemerkung: Rate String der Linge n * bin(n), der als Permutation integriert

wird.

e Verifiziere deterministisch ob C'(II, D) < k
n—1
C(IL D) = > dug),n+1) + dren),m)
i=1
Laufzeit: O(n logn +n % m)
= Polynomialzeitalgorithmus, berechnet L = {(n, D);3Il € X,,; C(I,D) <k} =
Dec-TSP
NP-Algorithmus fiir das Clique-Problem

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E), ke NT
NP-Algorithmus:

e Rate Menge V/ CV mit |[V'| =k
genauer: V = {vy,..., v, }. Rate Bitstring der Linge k(|log n|+1) und inter-
pretiere diesen, wenn moglich, als Teilmenge V' C V, |v/| = k.
Falls i, # 5 Vr,s = V' = {i1, iz, i ).

e Verifiziere ob fiir alle v'.v"” € V' gilt: v/ # 0" = (V/,v") € E

Laufzeit: O(k log n + (g)) = O(n log n +n?) = O(n?)

NP-Algorithmus fiir Rucksackproblem

Eingabe: c1,...,c,,c € NT Wy, eeey Wy, w € NT
NP-Algorithmus:

e Rate I € {1,...,n}

o Verifiziere ob w(I) <w ¢(I) > ¢

Laufzeit: O(n *m)

5.2.1 Spezielle NP-Algorithmen

Definition 5.12 (Rate+ Verifiziere Algorithmen)

Eingabe: x

Phase 1: Rate nichtdeterministisch einen String y € {0,1}*U=D wobei t : N — N
eine vorgegebene Funktion ist.

Phase 2: Arbeite deterministisch auf x#y, bzw. produziere determinitisch 0 oder 1

auf xHy.

Satz 5.1
VL € NP gilt: Es existiert ein polynomieller Rate+ Verifiziere Algorithmus fir L

Beweis:
L € NP = wir kénnen polynomiell zeitbeschrankte NTM M fiir L finden.
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Wir fixieren ein Polynom p: N — N timeps(n) < p(n)

M habe die Eigenschaft, dass es in jedem Zustand hdchstens zwei Nachfolgezusténde
gibt. Wir simulieren M durch eine Rate+Verifiziere TM M":

Eingabe z:

e M’ riit String y € {0, 1}O(II|)
e Lesekopf von y steht anfanglich auf y;

o M’ startet M auf £(¥): Falls nichtdeterministisch ein Zustand mit Nachfolge-
zustidnden qqg, q1 erreicht wird, so geht M’ nach g falls das aktuelles y-Bit 0
ist und nach ¢ falls 1. Der Lesekopf auf y geht ein Bit nach rechts.

Bemerkung 5.2

Jede NTM M mit Zeitbedarf t(n) kann durch O(t(n)) zeitbeschrinkte NTM M si-
muliert werden, fir die es in jedem Zustand hdchstens 2 Nachfolgezustinde gibt.
I=(q,s s m{q,..q¢}) IeM

M’ Iy = (g,s,5",m,{q1,4})

I, = ((Jé, s, s', N, {Q2, C]é})

I3 = (Qé’ s',s', N, {Q3a qil})

15*1 = (qg—lv Slv S/a Na {qS})
= Logische Charakterisierung von NP

Satz 5.2
NP={L C ¥*;3 Polynom p = p(n) und 3 Sprache L' € P mit x € L gdw.
Jy € {0,1}PU=D) mit a4ty € L'} L' heift die zu L gehorige Verifikationssprache.

Beweis:

L € NP = 3 polynomieller Rate+Verifiziere Algorithmus fiir L, d.h. 3 p = p(n) €
nPW | so dass:

Eingabe: x

Rate y € {0,1}?(=D; Verifiziere (deterministisch in Polynomialzeit) z#y

L' = {z#ty; Rate+Verifiziere Algorithmus akzeptiert z#y}; L'epP

Beispiel:

Die Verifikationssprache zu SAT ist L' = {(n,C,b),n € NT,C CNF-Formel i{iber
{z1, .y n, T1, ..y T }, b € {0,1}* mit C(b) =1}

denn: (n,C) € SAT < 3b € {0,1}" mit (n,C,b) € L’

Die Verifikationssprache zu Clique ist L' = {(n, G, K, V’); V' C V Clique zu G; |V'| =
K}

P 1 NP

Definition 5.13 (EXPTIME)
EXPTIME = {L;32"°"" _zeitbeschrinkte TM fiir L} C REK

Satz 5.3 NP C EXPTIME

Beweis:
L € NP
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= 3 Polynom p : N — N polynomiell zeitbeschrinkte TM M’ mit z € L <
Jy e {0,132z M'(z#y) = 1 = EXPTIME-Algorithmus fiir L.

1. forall y € {0,1}P(=D do
if M'(x#y) = 1 accept z;

2. reject x

5.2.2 Polynomielle Reduktion

Definition 5.14 (Polynomielle Reduktion)
f 40,1} — {0,1}* heifit polynomielle Reduktion einer Sprache L C {0,1}* auf
L' C{0,1}* falls

1.V e{0,1}*: zel< f(x)el’
2. f e PTIME

L <,01 L' (L ist polynomiell reduzierbar auf L') <= 3 polynomielle Reduktion von
L auf L'

Bemerkung 5.3 L <, L' intuitiv: L ist nicht wesentlich schwieriger als L'
Lemma 5.1 L <, L' und ' € P—L¢€ P

Beweis:

L<,mL; LeP

Wir konstruieren polynomiell zeitbeschrankte TMs My fiir f und M’ fur L'; f ist
eine polynomielle Reduktion von L auf L’

Definition von M: Eingabe: x € {0, 1}*: Starte M auf x = liefert 2’ = f(x). Starte
M’ auf z'; akzeptiere © <= M’'(z") = 1. Genauso gilt:

Lemma 5.2 L<,;, L, L' € NP=Lec NP

Beispiele

1. HC <,, DEC-TSP
HC: Eingabe: G = (V, E) ungerichter Graph; G € HC <= G hat hamiltonian
circuit
DEC-TSP: {(D, K),D = (d;){%—1;k € N;3 Rundfahrt bzgl. D mit Lénge
< k} Konstruktion von f € PTIME f(G) = (Dg,ke) G < HC —
(Dg, k) € DEC-TSP

G=(V,E) V={v,..vn} Dg= (D),

Dij _ 1 (’UZ‘,’U]‘) cF
¢ 2 (Uiavj) gE

k:G:n

Behauptung: G — (Dg, kq) ist eine polynomielle Reduktion von HC auf
DEC-TSP.
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e f € PTIME

e G € HC = (Dg, kg) € DEC-TSP, denn nehme an vry(1) — vr(2) — vri(s) —
e T UMI(1) sein HC in G = CD(H) =n

e G ¢ HC =VIl e anllvl <i< n, (UH(i)va(i+1modn)) ¢ E
= Co(l) >n—1+4+2=n+1>n= (Dg,kg) € DEC-TSP

2. 3-SAT <o SAT
gegeben: 3-SAT Formel C'; C ist auch Eingabe fiir SAT; C € 3-SAT = C €
SAT = C —; C ist polynomielle Reduktion von 3-SAT auf SAT, da 3-SAT
ein Unterproblem von SAT ist.

3. SAT <, 3-SAT (wir wissen dass 2-SAT € P ist)
gegeben: CNF-Formel C = A C;;  C; ist Klausel iiber 1, ..., T, 2%1, ..., 7Ty
i=1

1=

m mg
C—-C =N\ A C{li C{li sind Klauseln mit héchstens 3 Literalen mit
i=11=1

(a) C erfiillbar <= C" erfiillbar
(b) f € PTIME

Definition der Transformation

Wir definieren fiir alle ¢ = 1,...,m die 3-CNF Formel C/

Fall 1: C; enthélt < 3 Literale = C] = C;

Fall 2: C; enthélt > 4 Variablen, d.h. C; = L1V Ly V..V Lg;s >4 L, €
{x1, .. y&p, @1, ..., @y} Vr=1,...,s

Wir definieren eine 3-CNF Formel C/ iiber Ly, ..., Ls, ygi), ey ygi_)3, ﬁyy), ey ﬁygi_)3
mit folgender Eigenschaft: Vb € {0,1}" gilt C;(b) = 1 <= 3d € {0,1}*73 Cl(b,d) =
1. Diese Eigenschaft ist hinreichend: C' € SAT <= 3 € {0,1}" Vi =
L..m C;i(b)=1<+= 3be{0,1}"Vi=1,...,m3dY € {0,1}*®~3 mit
Cl(b,dD) =1 <= C' € 3-SAT

Idee der Konstruktion

Ci=x1VraVr3Viay

= Cl=(r1 Va2 Vy)(-y Vs Vay)

Behauptung: V b € {0, 1}" gilt C;(b) = 1 < 3 Belegung d fiir y mit C}(b,d) =1

Wir betrachten:

(a) b=0010 (Ci(b)=1) miisseny=1setzen = C{, ; = (0VOV1)(0V1V0)
(b) b= 0100 miissen y = 0 setzen (= 2. Klausel), 1. Klausel erfiillt, da
T = 1

(¢) b=0000=> C!(b,-) nicht erfiillbar

Allgemeine Konstruktion:
Ci=L1VIyV..VL, s>4=Cl=(LVLVyl")YA (= v Lsvyl?) A
(S VLV SV A A (D, v Lo VD) A (my Py v Ly v L)

S S— S§—

Wir miissen zeigen:

(a) f € PTIME (klar!)
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(b)) =1= 'vonyi,---,yi mit C}(b,d") =
b) Ci(b) =1 = 3d von y”, ...,y 5 mit C/(b,d®) =1

s—

(c) Ca(b) =0 =V dD € {0,1}*3 Cj(b,d) =0

Zu Punkt (b):

be{0,1}",C;(b) =1 = Ir € {1,s} mit L,.(b) = 1, wir konstruieren d® mit
C'(b,d™) = 1.

Wir beobachten: —\yyZQ VL,V yffll ist erfullt, da L, (b) = 1.

Wir setzen d”, =0 d”, =1

Konkret setzen wir dgi) =..= dizz =1; dgizl =..= dg3 =0

= d® = (1...10...0) = alle Klauseln sind erfiillt

Definition 5.15 (NP-Vollstéindig)
L C¥* heiffit NP-vollstindig <

1. L e NP
2.VL' € NP L' <,, L
Intuitiv: L ist ,schwerstes“Problem in NP

Definition 5.16 NPC = {L; L ist NP-vollstindig}

Entscheidende Eigenschaft:

Satz 5.4

NPCNP#0<= P=NP

Folgerung: P # NP — NPCN P =)

d.h. P # NP = kein NPC Problem hat eine Polynomialzeitalgorithmus
= falls L € NPC gezeigt werden kann ist L ¢ P

Beweis:
P=NP = P N NPC # () (falls NPC # ()

P N NPC # () = P = NP; wir setzen P N NPC # ) voraus. Sei L € NP beliebig,
i zeigen: L€ P. Es gilt IL* € PANPC = L <, L* == L e P

Frage: Gibt es NP-vollstédndige Probleme?

5.2.3 Satz von Cook (1973)
Satz 5.5 (Cook (1973)) SAT ist NP-vollstindig

Beweis:
1. SAT € NP (schon iiberpriift)

2. fixieren beliebiges L € NP, zu zeigen: L <, SAT
Wir konstruieren eine polynomielle Reduktion L auf SAT, d.h.: konstruieren
einen Polynomialzeitalgorithmus fiir € {0,1}* = CNF-Formel C, mit C,
erfilllbar <=z € L
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Konstruktion von C,

Wir wissen: 3 Polynome p = p(n), ¢ = q(n) € n®®

3 ¢/ (n)—zeitbeschriinkte, deterministische TM M’ mit x € L <= Jy € {0, 1}z,
so dass M (z#y) =1

speziell:

e M ist eine 1-Band TM M = {Q, qo, F, 6} iiber {0,1, #}
e I C (@ die Menge der akzeptierenden Stoppzustédnde

e M stoppt fiir alle z € {0,1}* und alle y € {0,1}?(=D) auf z#y nach genau
t(|z|) Takten

Jede polynomiell zeitbeschrankte TM ldsst sich in eine , spezielle“polynomiell zeit-
beschrinkte TM umwandeln = V = € {0,1}* gilt: # € L <= Jy € {0,1}2() 3
Konfigurationsfolge ko — k1 — k2 — ... — ky(|,|) mit

1. ]CO = ko(l‘#y)
2. ki Bk Vi=0,.t(z)) — 1
3. ki(j2|) ist akzeptierende Stoppkonfiguration

Wir kodieren Vi = 0, ...,t(|Jz|) die Konfiguration k; durch geeignet gewihlte bool-
sche Variablen und konstruieren eine CNF-Formel C, mit diesen Variablen mit
Co(y, kos s ke(a))) = 1 <= ko — ... = ky(|z)) ist akzeptierte Berechnung von M
auf x#y

= C, erfiillbar <= x € L (fertig)

Wir fixieren « € {0,1}* beliebig, || = n = C, ist definiert iiber den Variablen
YUHUPUQ

o Y = {yl, ceey yp(n)}
y; definiert den Inhalt von Bandzelle n + 1 + ¢ in Konfiguration kg:
Bandinschrift zum Zeitpunkt 0 ist z1, ..., xp#y1, ..., Yn

[ ] H = U Ht,l

—t(n)<p<t(n);0<t<i(n)

Hy = {H{, H}, H}}
Interpretation: V Zeitpunkte ¢ € {0, ...,¢(n)} und Bandpositionen —t(n) <1 <
t(n) und b € {0,1,#} gilt Hf,l = 1 <= zum Zeitpunkt ¢ steht an Position !
das Zeichen b, sonst ist Hf,l =0

e P—Variablen
P={P,;;t=0,..tn);l=—tn),..tn)}
P =1 <= zum Zeitpunkt t steht der Kopf auf Position !

o falls {q1,...,qs} Zustandsmenge von M ist, ist Q@ = {Qur;7 = 1,...,8¢ =

0,....t(|lz)}

Interpretation: Q¢ = 1 <= M ist zum Zeitpunkt ¢ in Zustand g,
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Beobachtung;:

Jede Berechnung von M auf x#y kann in offensichtlicher und eindeutiger Weise als
Belegung von Y U H U P U @ kodiert werden. (Bemerkung: In #(n) Schritten kann
lediglich der Bereich —t(n), ..., t(n) beschrieben werden)

C; muss leisten:

Es diirfen nur die Belegungen von Y U H U P U @ durch C, akzeptiert werden, die
akzeptierten Berechnungen von M auf x#y entsprechen. — V anderen Belegungen
von YUHUPUQ miissen Klauseln in C;, existieren, die diese Belegungen verwerfen.
Co=CilnanC2nCENCE

C! sind Mengen von Klauseln, die bestimmte Arten von fehlerhaften Belegungen

aussondern

e C! stellt sicher, dass zu jedem Zeitpunkt der Kopf auf genau einer Position
steht und zu jedem Zeitpunkt in jeder Bandzelle genau ein Zeichen steht. C'}
benutzt eine spezielle CNF-Formel E,,(z1, ..., 2,)

En(z1,.c2n) = (21V22 Vo VzZ )N N (02 Vozg) esgilt: By (b, ..., by) =
1<i<j<n
n Lt t(n)
1 <— z:lbz =1= Cz = /\O[E%(n)-‘rl(Pt,—t(n)v '-'7Pt,t(n)> A /\( )Eg(thﬂ A
= t= I=—t(n

ES(Qt,la ey Qt,s)]

o (2 stellt sicher, dass Hy = Ho(a#y) gilt

0 n n+p(n)+1
= (2= - /}( )Hg%l A A Hiy A HY oy A l_/\+2 (HS vV Yi_pmysr) A (HE, V

t(n)
Yi—pm+n) A A H(fl A Qo A Pon
l=n+p(n)+2
e Klauselgruppe C? stellt sicher, dass fiir alle t = 1,...,¢(n) k; die Nachfolge-
konfiguration von k;_; beziiglich M ist.
Zur Erinnerung: (nzVy) =z — y (T A AZ) VY =TI A AT —
y=(-z1 V...V oz, Vy) Beispiel in CF : Yi_(ny1) V HY ) = =Y (ns1) — Hpg
Yy V Hy = Yio(ny1) — Hi
ci = t/\l /\( )((ﬁPt—u NHY ) — HP) A ((5Pemag AHy_y ) — Hi) A
=1il=—t(n
(~Pi—10 A Ht#il,l) - Ht#l)
= Wenn der Kopf zum Zeitpunkt ¢ — 1 nicht auf [ ist, dann steht zu ¢ das
Gleiche im Feld [ wie zu t — 1.
0:Qx{0,1,#} —{0,1,#} x MOVE x Q

/\1 {/\ }((Pt—l,l NQi-1,r /\Hf_u) — Hf,/l) AN((P—1g ANQi—1,r /\Hf_u) -
r=1be{0,1,#

Poisa) AN((Pri—1 A Qi1 N Hf_u) — Q1) fiir 6(qp,b) = (b',m, ¢v) und

1 m=R
A = 0 m=N
-1 m =L
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o (O stellt sicher, dass k¢(n) akzeptierte Stoppkonfiguration ist
= 0;1 = \/ Qt(n),r

r.qrEF

Bemerkung: Es gilt:
e r € L < (C, erfiillbar
e ¢ — (), ist in Polynomialzeit berechenbar

1. Fiir jede Klausel k aus C, gilt: k ist in Linearzeit aus x, M und ¢(|z|)
berechenbar

2. Die Anzahl der Klauseln in C, ist polynomiell in |x| beschrinkt
G2l = O(t(n) * (t*(n) + t(n) + 1)) = O(t*(n))
|C2] = O(t(n))
|C2l = O(t(n) x t(n) * s x 3) = O(t*(n))
= |C:| € O(t*(n))

Wir wollen die NP-Vollstandigkeit auch fiir andere Probleme zeigen.
Satz 5.6 L'e€ NP, L€ NPC, L<,, L' = L' € NPC

Beweis:

Wir fixieren L € NP = L <pot L z.z. L <pot L’ .3 polynomielle Reduktion f von L
auf L und polynomielle Reduktion f von L auf L', wir definieren eine polynomielle
Reduktion f’ von L auf L’ durch f'(x) = f(f(z)) z.z. f’ ist polynomielle Reduktion
von L auf L' Vr € {0,1}* :x € L <= f(z) € L « f(f(x)) € L' = f'(z).

Wir haben gezeigt: <, ist transitiv.

Folgerung: 3-SAT € NPC; wir haben gezeigt SAT <,y 3-SAT

Satz 5.7 DEC-Clique € NPC

Beweis:

Wir zeigen: 3-SAT <,,,; DEC- Clique Konstruieren polynomielle Reduktion f von
3-SAT auf DEC-Clique: C' = /\ C; — Goc = (Vo, Ec,me) mit: Ge hat Clique der
Grofie meg < C' ist erfullbar

Wir setzen voraus: Vi = 1,...,m bestehe C; aus genau 3 Variablen; L =LV LV L;
LvL =LvLVvL;Cistiber z,..., Ty, %1, ..., Ty definiert.

Geo Vo ={v11,01,2,01,3, s Um,1,Um.2, Um 3 }

3xm Knoten

Ec = {(vig,vj1); ¢ # jund L # ﬁle} d.h. 3 Belegung b € {0,1}" mit
L;,(b) = L;(b) =1, wir schreiben C' = /\ (Lii VL2V L;3)

z.z. Go hat m—Clique <= C erfiillbar <:) 3b€{0,1}™ mit Vi = 1, ..., m existiert
Ly, mit L; ,,(b) = 13b € {0,1}" mit Vi # j € 1,...,m gilt: 3k;,; € {1,2,3} mit
Lig;(b) = Lji,(b) = 1 <= (vik,;,v51;) € E <= {vix;;1 = 1,...,m} ist Clique in
Ge.
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Generelle Methode zum Zeigen, dass L € NPC fiir gegebenes L

Wihle L, fir das L € NPC bekannt ist und konstruiere eine polynomielle Reduktion
L <pot L. Wir haben gezeigt:
3-SAT € NPC (SAT <, 3-SAT); DEC-CLIQUE € NPC (3-SAT <,,,; DEC-CLIQUE)

Satz 5.8 RUCKSACK € NPC

Beweis:

Eingabe: Nutzen: ¢y, ..., ¢, Gewichte: wq, ..., wy, Gewichtsschranke: w

Nutzenschranke: ¢

Frage: 31 < {l,...,n} c¢(I) > cund w(l) <w; c)=> ¢ wld) => w
i€l =

Wir konstruieren eine polynomielle Reduktion von 3-SAT auf RUCKSACK.

Fixieren eine beliebige 3-SAT-Formel C = A C;;C; =L;1V Li2V L; 3;
i=1
Lije{z1,...,xn,~x1,....,2,}Vi=1,....m j=1,2,3

Wir ordnen eine spezielle Instanz zu mit Vi =1,...,n ¢; =w; und c = w
Frage: 31 C{1,...,n} w(I)=c()=w=c?

Wir ordnen C Zahlen zu: ay...anb1...bpe1...cpdy ... dyA
Frage: 31,1’ C{1,...,n} J,J' C{l,...,m}

doait Y bt Y+ Y di=A

i€l ier = jes’
Definition: Wir geben a;b;c;d;, A als Dezimalzahlen an, A = (44...411...1);
——

m n

alle Zahlen sind (n + m)-stellig.
Vi=1,....m a;=(a}...a%,0...0_ 1 0...0);a’=Anzahl des Vorkommens von
N j

1
z; in Klausel ¢;

bi= (b .. b},0...0 1 0...0)  d;=2¢

Wir miissen zeigen: C erfiillbar < [a;b;c;d;A] € RUCKSACK; wir versuchen I, I', J, J'
so zu wéhlen, dass > a;+ > by+ > ¢+ > dj=A

iel irel’ jeJ jreJ’
Beobachtung 1:

Wir miissen Vi = 1,...,n genau ein Element aus {a;, b;} hinzunehmen (sonst ist der

Suffix (...11...11) von A nicht erreichbar) = wir entscheiden uns fiir eine Belegung

B: (ﬁla"'aﬁﬂ) € {071}71 von C.

8 = 1 falls a; genommen
’ 0 falls b; genommen

18) ={i,0: =1} I'(B) = {i, 5 = 0}
Soai+ D b = (s1(0) .. sm(B)11...1) = s(B) s;(8) = #{i,8; = 1 und

i€I(B) iel M

x; € CJ} + #{i/,ﬁi/ =0und —x; € CJ} = S](ﬁ) = #{k,L]k(ﬁ) = 1} S {07 1,2,3}
= Beobachtung: C(8) = 1 < s;() > 0 Vj =1,...,m CB) =0
3j s;(B) =0

Schritt 2: Wir wihlen J,J" so dass s(8) + > ¢j + >, dy = A. Wir fixieren j

jeJ jred’
beliebig. Unterschiedliche Fille:

1. 5j(B)=3=jeJjeJ(3+1=4)
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2. 5(f)=2=j¢JjeJ(2+2=4)
3.5i(f)=1=jeJjeJ(1+1+2=4)
4. 5;(8) = 0 = es besteht keine Moglichkeit auf 4 zu kommen

=3J,J C{L,...,n}mit s(8)+ > ¢;+ > dy =Agdw. ¢(8) =1
jeJ j'ed’
= [aibicjde] € RUCKSACK < C € 3-SAT

Die Reduktion ist in Polynomialzeit durchfithrbar.

Beobachtung 2:

Wir haben nicht nur 3-SAT <,,; RP (= RUCKSACK) gezeigt, sondern sogar 3-SAT
<pot RP*.

RP* ist ,spezielles RP“:

Eingabe: ai,...,an, A (a1,...,ap,A) € RP* < 3ITC{l,...,n} > a;=A

il
Satz 5.9 PARTITION € NPC
Beweis:
Eingabe: a1,...,a; € N
Frage: 3I <{l,...,n} > a;=> a
iel idl
Ee

Bemerkung: PARTITION ist Unterproblem von RP*. (a1, ..., an, =5—)

(Bedingung: > a; ist gerade)
i=1

Beweis: Wir zgigen RP* <,, PARTITION. Wir konstruieren eine polynomielle Re-

duktion, (ai,...,an, A) ist Instanz fir RP*, (a1, ...,an, 4) — (a1,...,an,S— A+ 1, A+ 1) €
———— ——
An41 An 42
PARTITION. Wir versuchen nun I C {1,...,n + 2} zu konstruieren mit > a; =
i€l
S+1.
Beobachtung:

Es kann nicht {n+1, n+2} C I gelten, da (n+1)+(n+2) = S+2 = {n+1,n+2}NI #
0, dasonst {n+1,n+2} CI={1,....n+2}\I = |{n+1,n+2}nIl=1
OBdA: {n+1} € I (ansonsten betrachte I statt I); I = {n+1}Ul’,I' C {1,...,n}.

Esgilt: ) a;=S+1< > a;+S—-A+1=5+1< > ay =S+1-(S—A+1)=
i€l iel’ el
A= (a1,...,an4+2) € PARTITION < 3I' C {1,...,n}

> a; =A< (ai,...,an, A) € RP*
iel’
Die Transformation lduft in polynomieller Zeit.

Wir wollen zeigen: TSP € NPC; dazu zeigen wir DHC € NPC, dann DHC <,,,; HC.
Wir wissen: HC <,,; TSP = DHC, HC, TSP C NPC.
Directed Hamiltionian Circuit (DHC)

Eingabe: gerichteter Graph G = (V. E); V ={v1,...,v,}

Frage: 31 € X, {(vn1), vni(2))s (Vin(2), viea))s - - - (Vn—1y, vieny)s (Vrienys vmy) b S
E gerichteter HC (DHC)?

Satz 5.10 DHC € NPC
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Beweis:

Wir zeigen 3-SAT <,,; DHC

Wir konstruieren eine polynomielle Reduktion von 3-SAT auf DHC:

C= N C = G(C) = (V(C), E(C)); C erfiillbar <= G(C) € DHC
j=1

Satz 5.11 3-SAT <,, DHC

Beweis:
Wir ordnen jeder 3-CNF Formel C' = /\ Cj; iber {z1,...,2n,T1,..., Ty} einen

gerichteten Graphen G¢ = (V¢ E¢) zu mlt
1. C erfiillbar & G¢ € DHC
2. C = G¢ € PTIME (offensichtlich)

j=1,....m C;=Ly;V Ly;V L3;, wobei die Literale in einer geordneten Rei-
henfolge beziiglich (z1, —x1, 2, 72, .. ., Ty, 7Ty, ) sind.
Beispiel:

(x1VagV-xs)(—wy Vag)(ze V-oxs), wir schreiben (1 VgV -oxs)(—xy Vg Vas)(ze V
m

_‘1'3\/_‘1'3) GC . VC:{'Ul,---,'Un} u = U{’ULj,’UQJ,Ugyj,wlyj,wlj,’wij}
Jj=1
FEc : Firallei =1,. outdeg(u;) = indeg(u;)

RARKOL 1

e Die Komponenten 1, ..., m haben 3 Eingangsknoten vy j, v2 ;,vs ; und 3 Aus-
gangsknoten wy j,wz j,ws ;. Vk = 1,2,3und ¢ = 1,...,nund j =1,...,m
heift: vg ; z;—Eingang bzw. —x;—Eingang falls Ly ; = z; bzw. Ly ; = —x;;

entsprechend wy, ; £;—Ausgang bzw. —x; —Ausgang.

e Fiir alle ¢ = 1,...,n gelten: Die Kante a; zeigt auf den x;—FEingang von
Komponente min(z;), wobei min(z;) = min{j; C; enthilt x;}. Die Kante b;

zeigt auf den —z; —Eingang von Komponente min(—z;).

Fiir alle ¢« = 1,...,n gilt: Wenn j; < j2 < ... < j5 die Klauseln bezeichnen, die
x; enthalten, so geht fiir alle t = 1,...,s — 1 eine Kante vom z;—Ausgang von
Komponente j; zum z;—Eingang von Komponente j;1. Aulerdem geht eine Kan-
te vom z;—Ausgang von Komponente js; zu %11 modn. Gleiches gilt fir —z;. =
Fiir i = 1,...,n existiert ein Weg zu z; (beziehungsweise ein Weg zu —x;), der in
u; startet, iiber a; (beziehungsweise b;) alle Komponenten durchliuft die x; bezie-
hungsweise —x; enthalten und in %;41 mod »n endet.

Konvention:

Enthilt C; x; (bzw. —x;) mehr als einmal, so ist vg ; mit k = min{k’; Ly ; = x;}
der z;—Eingang bzw. wy, ; der x;—Ausgang von Komponente j.

Zum Beispiel:
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Die Komponente j:

Wichtig: Andere Moglichkeiten gibt es nicht:

Wenn der DHC {tiber vy, ; ,,reingeht“dann geht er stets iiber wy ; wieder raus.
Zu zeigen: C erfiillbar & G¢ hat DHC < 3¢ = (¢q,...,¢,) € {0,1}"
Cile)=1Vj=1,... . m<=Vj=1,....m3Iie{l,...,n}

ci =1 = Cj enthalt z; ci = 0 = Cj enthilt —z;.

Wir versuchen einen DHC in G¢ zu konstruieren:

Beobachtung:
Jeder Kreis, der uy,...,u, enthilt, enthélt fir alle ¢ = 1,...,n entweder a; oder
b; = Kreis definiert eine Belegung ¢ = (c1, ..., ¢,) mit

0 falls b; € Kreis
C; =
1 falls a; € Kreis
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= Kreis besteht aus n Teilwegen entsprechend den Literalen x; bzw. —x1,..., 2z,
bzw. -z, je nachdem ob ¢; = 0 (dann —a;) oder ¢; = 1 (dann x;).

= Falls Cj(c) = 0 fir ein j € {1,...,m} = Komponente j wird vom Kreis nicht
beriihrt = Kreis ist kein DHC

= FallsVj=1,...,m Cj(c)=1:Yj=1,...,m; Kreis berithrt Komponente j:

e einmal, falls 1 Literal in C; durch c erfiillt
e zweimal, falls 2 Literale in C; durch c erfiillt
e dreimal, falls 3 Literale in C; durch c erfiillt

DHC <, HC

5.3 Schlussbemerkung

5.3.1 Wie zeigt man L € NPC fiir gegebenes L?

In der Praxis: Suche in Literatur ein Problem L', fiir das L’ € NPC bereits gezeigt
wurde und entweder L = L’ oder man zeigt L' <, L. Wir benétigen eine Sammlung
moglichst vieler NPC-Probleme = Gerey /Johnson: erste grofie Sammlung von NPC-
Problemen. Heute sind tausende von NPC-Problemen bekannt.

Wir benétigen ein dhnliches Konzept fiir Probleme, die keine Sprachen sind:
Beispiele hierfiir sind TSP, MAXSAT, MAXCLIQUE.

Definition 5.17

e FEin Problem 11 heif$t NP-schwer falls aus P # NP folgt: Il ¢ PTIME (bzw.
aus 11 € PTIME folgt P=NP)

e Fin Problem I1 heifit NP-leicht falls aus P=NP folgt Il € PTIME

e Ein Problem II heifit NP-dquivalent falls es NP-leicht und NP-schwer ist
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Kapitel 6

Erzeugung von Sprachen
durch Grammatiken

(Formale Sprachen)

6.1 Grammatiken und Chomsky Hierarchie
Definition 6.1 G = (V,T,S,R)

V: Endliches Alphabet von Hilfsvariablen

T: Endliches Alphabet von Terminalzeichen

S: S €V Startsymbol

R: Endliche Menge von Regeln iber VUT (VNT =10)

Regeln

Regeln haben die Gestalt (u,v) (auch geschrieben als u—v) u € (V UT)T, v €
(VUT)* |t = 2*\{e}

Beispiel

G ={{S,A}},{0,1},5,{S— 05,5 - 1A, A —> 04, A — 15, A — ¢}

Lemma 6.1 Grammatiken erzeugen Sprachen L(G)C T*

Allgemeine Regel

e Ein Wort z € (VUT)* aus einem Wort w € (VUT)™" in einem Schritt mittels
G abzuleiten (Schreibweise w g z) heifit:
Suche Teilwort u in Wort w (d.h. w= w'uw”) und Regel (u,v) € Rg. Ersetze

u durch v (d.h. x=w'vw”)
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e Wir schreiben w f x falls x aus w in k (k > 1) Schritten abgeleitet werden
kann, d.h. 3w® ... w® ¢ (VUT)* mit w® =w, wk 2 wi+tD
i=0...k—1, w® =g

e Wir schreiben w g z falls 3k > 1 mit w g’ T

— | L(G) = {x € T*; S = a} | ist die von G erzeugt Sprache

Beispiele

1. G = {{S,A}},{0,1},5,{S — 05, S — 14, A - 04, A —» 15, A — €}}

N
/\ \//

0008 001A 0118 010A

//\

Beobachtung 6.1

Man kann zwei Sorten von Worten mit Hilfsvariablen ableiten

e bS be{0,1}* b¢ PARITY
e b’A be{0,1}* be PARITY

2. Gmit R={5 —¢€ S — 051}
L(G) ={0"1", n > 0}

3. Gmit R={S —04, S— 1B, S —¢, A— 15 A—0AA, B— 085,
B — 1BB)
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018 11BB 108

@ 0104 1105B @

0100AA 110B
01001SA 11008

010014

0100115

Beh: L(G) = {w € {0,1}*, w hat genausoviel '1” wie 0’}

Ziele:
1. Welche Sprachen sind durch Grammatiken erzeugbar?

2. Welche Sprachen sind durch Grammatiken mit beschrénkten Einschrankungen

erzeugbar?

3. Komplexitit des ,,Compilierungsproblems*: wie schwer ist es fiir geg. G und
x € T* zu berechen ob x € L(G)

Definition 6.2 (Spezielle Grammatiken fiir G=(V,T,S,R))
1. G heifit kontextsensitiv (oder monoton) falls

(a) ¥V (u,v) € R gilt |u| <|v| (Ausnahme: S — €)

(b) S kommt nie auf der rechten Regelseite vor

2. G heifit kontextfrei falls ¥V (u,v) € R gilt w € V, v € (VUT)* (Beispiele 1,2,3
sind kontextfrei)

3. G heifst rechtslinear, falls alle Regeln von der Gestalt A — aB, A — e, fir
A, BeV,aeT sind
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6.1.1 Chomsky-Hierarchie

Lo = {L; 3 Grammatik G mit L(G) = L}

Ly = {L; 3 kontextsensitiv Grammatik G mit L(G) = L}
Lo = {L; 3 kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L}
L3 = {L; 3 rechtslineare Grammatik G mit L(G) = L}

Beobachtung 6.2 FEs gilt: LoD L1 2 Lo D L3

Bemerkung 6.1 (zu kontextfrei und -sensitiv)
A — aBc bedeutet A kann an jeder beliebigen Stelle durch aBc ersetzt werden
rAy — zaBcy bedeutet A kann nur dann durch aBc ersetzt werden, wenn der

Kontext xy gegeben ist

Satz 6.1
Es gilt Lo = ENUM = {L, L rekursiv aufzihlbar}
d.h. 3 TM M mit M(z)=1 <= z € L

Beweis:

1. Lo C ENUM
Fixiere L € Ly d.h. eine Grammatik G mit L(G)=L, G=(V,T,S,R) und kon-
struiere einen Algorithmus der L aufzihlt
Tdee: Ly(€) = {w; § 5w} = L= Uz (Lr(@) N T")
Algorithmus: -
Erzeuge L1(G), L2(G), L3(G), ... und stoppe mit 1 falls Eingabe x € T* er-
zeugt wurde
Bemerkung: Ly (G) lidsst sich aus Li_1(G) berechnen, indem alle Werte er-
zeugt werden, die sich direkt aus Werten aus Li_1(G) ableiten lassen.

2. ENUM C Ly
Fixes beliebiges L € ENUM; L CT* = 3 TM M, die L aufzéhlt
= 3 ,spezielle“TM M, die L aufzdhlt
e M ist 1-Band TM iiber T U {#, $}
e M hat genau 1 akzeptierenden Stoppzustand ¢*
e Anfangskonfiguration zu = = (z1,...,7,) € T* ist qoz1 ... T,$
e M betritt nie Band rechts von $
e Akzeptierende Stoppkonfig ist stets Zustand ¢* + leeres Band
(Jede TM M kann in derartige ,,spezielle“TM umgewandelt werden) Idee: Wir
iibersetzen die Zustandsiiberfithrungsfunktion § : ¥ x Q = %X x MOV E x @
von M in eine Grammatik G fiir L; ¥ = {0, 1, #, $}.
Konstruktion von G : G simuliert M ,,von hinten nach vorne®
G=(V,T,S Rg), wobei V =QU{S}; T=3%={0,1,#,8$}.
Rg =
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Gruppe 1: § — ¢* T — #q* q* — q * # erzeugt Stoppkonfiguration

T
Gruppe 2: Va,d', bt/ € ¥ Vq,¢ € Q

e aq — ¢'d falls §(a’, ¢') = (a, R, q)
e gba — bg'd falls §(a’,q") = (a, L, q)

e ga—¢'a falls 6(a’,¢') = (a, N, q)

simuliert eine Berechnung von M nach hinten.

Gruppe 3: Bereinigt die Startkonfiguration gowy . . . wy, von iiberfliissigen Sym-
bolen goa — aqy Va €{0,1} #qo—q0 qo$ — ¢

Behauptung: L(G) = L

Beweis:

Beobachtung 1: Mittels Gruppe 142 kénnen nur solche Worte x € (VUT)* ab-
geleitet werden, die solchen Konfigurationen von M entsprechen, die zu einer
akzeptierenden Stoppkonfiguration fithren. = Es konnen nur Konfigurationen
ko(w) von solchen w abgeleitet werden, fiir die M (w) =1 (d.h. w € L).
Beobachtung 2: Es kénnen nur solche Worte z € (VUT')* zu einem w € {0, 1}*
abgeleitet werden, die der Startkonfiguration von M entsprechen.

Wir betrachten £3 = {L, 3 rechtslineare Grammatik G, L(G) = L}

Satz 6.2 L3 = REG

Beweis:

z.z. L € L3 < 3 NFA fir L

L € L3 = 3 rechtslineare Grammatik G = (V, T, S, R¢) fiir L, konstruiere NFA

A = (Q,q0,F,0) fiir L, setze Q =V gy =S 6(a,A) = {B, mit A — aB €
Re} A€V a€eT F={A;A— €€ Rg}. Esist leicht zu sehen dass L(G) =
L=1L(A)

L1 = {L£; 3 kontextsensitive Grammatik G = (V,T, S, Rg) mit Rg = {u — v; |v| >
|ul; s #, einzige Ausnahme: s — € ist erlaubt.}}

Satz 6.3
L1 =NSPACE(n), wobei NSPACE(n) die Menge der Sprachen, die durch eine NTM
M mit n Speicherzellen berechenbar sind ist.

Bemerkung 6.2 NSPACE(n) enthilt NP-vollstindige Probleme (z.B. SAT).

Zusammenfassung: Ly, L1, L3 sind als passende Klasse fiir Programmiersprachen
nicht geeignet.

6.2 Kontextfreie Sprachen

Definition 6.3
Lo ={L; L kontextfrei} = {L; L = L(G); G kontextfrei}
(alle Regeln haben die Gestalt A — a; A€ Viae (VUT)*).
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Beispiele

1. § = 081,85 — e erzeugt L = {0"1",n > 0} € REG ( = L3 C L2)

2. beliebiges Alphabet T : S — aSa,V a € T, S — ¢ erzeugt Sprache PALINDROME={w €

T, w=w}

3. $—04,5—1B,S —¢,A— 04AA, A — 15, B — 1BB, B — 05 erzeugt die
Sprache der Worte w = wy ... wy, € {0,1}* mit n gerade und f: w; =%
gegeben: G kontextfrei; wie sehen Ableitungen von Worten mggtlels G aus?
Veranschaulichung: Ableitungsbaum, an dessen Wurzel S steht, dessen innere
Knoten mit Symbolen A € V markiert sind und an dessen Bliattern Symbole
a € T U{S} stehen und deren Nachfolgerelation den Ableitungsregeln ent-
spricht.

Mit A - oy ...a5 € Rg

4. §—0A — 00AA — 001SA — 0014 — 00115 — 0011

Die Blatter von links nach rechts

ergeben das abgeleitete Wort w.
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Definition 6.4
Fine Ableitung heifit Links- (oder Rechtsableitung) wenn stets beziiglich des linkesten
(oder des rechtesten) Hilfssymbols abgeleitet wird.

Beobachtung 6.3
G kontextfrei, L = L(G) so lifst sich jedes w € L durch Linksableitung (bzw. Rechts-

ableitung) erzeugen.

6.2.1 Die Chomsky-Normalform (CNF) fiir kontextfreie Gram-

matiken

Definition 6.5
G heifit in CNF falls alle Regeln die Gestalt A — BC mit A,B,C € V oder A — a
mit A € V,a € T haben.

Bemerkung 6.3
CNEF-Grammatiken kénnen nicht das leere Wort erzeugen. Falls das leere Wort
erzeugt werden soll miissen Regeln S — ¢,S — S hinzugefiigt werden, wobei S ein

neues Startsymbol ist.
Satz 6.4 Sei L € Lo, e ¢ L = 3 CNF-Grammatik fiir L.

Beweis: Zu zeigen: Jede L£o—Grammatik kann effizient in eine dquivalente CNF-
Grammatik umgewandelt werden.

gegeben: G = (V| T, S, Rg) kontextfrei, e € L(G)

Stufe 1: Es gibt Regeln € Rg, bei denen auf der rechten Seite sowohl Terminal-
als auch Hilfssymbole vorkommen. Wir ersetzen in allen diesen Regeln alle vorkom-
menden Terminalsymbole a € T durch ein neues Hilfssymbol 7}, und fligen Regeln
T, — a fiir alle a € T hinzu. G — Gy; offensichtlich gilt L(G) = L(G1)

Stufe 2: In Rp; existieren Regeln A — a mit a € VT und |a| > 2. Wir verwan-
deln Rg1 in Rgo nach folgender Regel: A — B1By...By A;B;, €V i€l,...s,
wir nehmen zusétzliche Hilfssymbole C, ..., Cs_2 und ersetzen diese Regel durch
A — B1Cy,C1 — ByCy,Co — B3Cs,...,Cs_9 — Bs_1Bs L(G) = L(G1) = L(G2)
Bemerkung: Wir haben in Rg2 noch 2 Typen von Regeln, die die Vorgaben der
CNF verletzen: A — € A— B

Stufe 3: Eliminierung der A — € Regeln ist nicht einfach moglich, siehe folgendes
Beispiel:

S — AB A—a,A—e,B—b=L={bab}

aber: A — a,B - b= L = {a,b}

Stufe 3.1: Wir markieren alle A € V mit A = ¢

Beobachtung: Es gilt A = ¢ & A — ¢ ist Regel oder 3 Regel A — BC mit B = ¢
und C' 5 ¢ = Markierungsalgorithmus, bestehend aus héchstens |V| Runden:
Runde 1: Markiere alle A mit A — € Regel

Runde i: Markiere alle A € V fiir die eine Regel A — BC' existiert mit B, C bereits
markiert.

Stufe 3.2: Wir fiigen fiir alle Regeln A — BC mit B - € die Regel A — C hinzu
und falls C' = € die Regel A — B hinzu und streichen alle Regeln V — e.
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=S — AB,A—a,B—0,5S— B

Stufe 4: Eliminiere Regeln der Gestalt A — B

Wir definieren Graphen, Knotenmenge V', Kantenmenge {(A, B); A — B ist Regel}
Stufe 4.1: Fiir jeden Zyklus By — By — B3 — ... — B; — Bj in diesem
Graphen ersetzen wir B; durch B; fiir i« = 2,...,t. Begriindung: Vw € T* gilt:
B, S we By 5w

(Bemerkung;:

Zyklen koénnen durch iterierte Tiefensuche-Durchléufe identifiziert werden.)

= azyklischer Graph tiber V'

Wir nummerieren die Hilfssymbole so, dass eine topologische Knotenmarkierung
auf diesem Graphen entsteht, d.h. V = {A4;,..., 4}, es gilt: Falls Regel A, — A;
existiert, dann ist ¢ < j.

for i=l downto 1 do:

Falls A; — A; Regel, so fligen wir allen Regeln A; — o die Regel A; — « hinzu
und streichen die Regel 4; — A;.

= Grammatik in CNF

Beispiel

(nichtleere) Palindrome gerader Linge:

S —0A40,5 - 14A1,A — 1A1,A — 040, A — ¢

Stufe 1: S — ToATy, S — ThAT, A — ThATy, A — ToATy, A — e, Ty — 0,11 — 1
Stufe 2: S — ToCh, S — 11Dy ...

Cl — AT(), D1 — ATl

Stufe 3: Wir streichen A — ¢, fiigen C7 — Ty, D1 — T4 ... ein.

Stufe 4: ...

Bemerkung 6.4
= Lo C Ly CNF-Grammatik + S — €, 5 — S ist kontextsensitiv.

Satz 6.5
Fiir jede kontextfreie Sprache L gilt: 3 Algorithmus, so dass das Problem w € L in
der Laufzeit O(|w|®) entschieden werden kann. Folgerung: Lo C P

Beweis:

Algorithmus von Crocke, Younger, Kasami (1967)

Wir fixieren ein beliebiges L € L9 und eine CNF-Grammatik G mit L = L(G)
Eingabe: w = (wy,...,w,) € T* G =(V,T,S,R¢g)

Definition: V1 <i<j<n V;;(w)={AeV;A 5w Swj}

Beobachtung:

l.weLl& SeV,(w)
2. Vi=1,....,n Vi;(w)={4;A— w; € Rg}

Der Algorithmus berechnet die V; j(w) in s = 0,...,n — 1 Stufen, wobei in Stufe
0 die V;;(w) berechnet werden (i = 1,...,n) und in Stufe s(s > 0) die V; ;(w)
berechnet werden mit j — s = s, und zwar nach folgender Regel:

83



(*) A € Vi j(w) < Jk,i <k < j und Regel A — BC in Rg mit B € V; x(w),C €

Vit (w)
Veranschaulichung: w € L < 3

A
/ \

1

0

wy w,
Wir sind fertig wenn V3 ,,(w) berechnet ist.

Laufzeit:

n Stufen, in denen hochstens n Mengen berechnet werden. Das Testen der Gleichung
(*) kostet O(n x |G|) = O(n? * |G|)

Wir wissen das Lo C P. Gesucht ist nun eine Methode zum Nachweis, dass gegebene
Sprachen & L sind. (Wir zeigen Lo C P, L2 C L1)

Satz 6.6 (Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
L kontextfrei = 3 Zahln >1 Y w € L mit |w| > n existiert eine Zerlegung von w

mw = uvryz mit
1. 1< |vzy] < n und
2.Vj>0 wizylzeL

Beispiel:
L={0"1"n>0}¢REGe€L; we0...01...1

0...00...001 1...11...1 |u|=|y|=wizyze L Vj>0
N N

u v T Yy z

Beweis

Wir zeigen: w € L= Jw =wvzyzund A €V G = (V,T, S, Rg) CNF-Grammatik
fir L mit:

S5 udz, A5 vAy, A S o

Aus dieser Aussage folgt der Beweis, denn:

j=0:5 Sudz S ouxz

j>1s S udAz S uwAyz S wovAyyz = .S wl Ayl z S wolayl z

Wir fixieren n = 2/¥I+1 und fixieren beliebiges w € L = L(G) |w| > n

Wir betrachten den Ableitungsbaum fiir w:
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wp w2 w;

Wir fixieren einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt nach folgender Regel:

Hat der Pfad einen Knoten mit Aus-Grad 2 erreicht, so folgt er dem Teilbaum, der
mehr Blitter enthilt (bei gleicher Blattzahl egal).
Beispiel:

= Wir bekommen den ldngsten moglichen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt.
Es gilt: Der Baum hat mindestens 2!V*! Blitter — Pfad hat mindestens |V| + 1
innere Knoten.

Wir betrachten das Endstiick des Pfads, das genau |V| + 1 innere Knoten enthélt
= 3 A€V, so dass A zweimal im Endstiick vorkommt.

S5 uAz

A5 vAy

u v T y z

Folgerung: Die Sprache L = {a’bic’j i > 1} € Ly ist auf einer 2-Band TM in
Linearzeit berechenbar.
Wir nehmen an: L € L5 = 3 CNF-Grammatik G = (V,{a,b,c}, S, Rg) fiir L, wir
fixieren n so, dass 3n > 2IVIHl w=gqa...ab...bec...c

NN

n n

n
L e Ly = Iw=uvryz mit wizyze L Vj>0
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Beobachtung 1: v,y € {a’,b%, ¢'}, ansonsten wir ein falsches Muster erzeugt
Beobachtung 2: 3 Buchstabe, der weder in v noch in y vorkommt = beim Aufpum-
pen wird die Balanciertheit zerstort = Widerspruch!

Beobachtung: L ist durch eine logarithmisch platzbeschrénkte 2-Band TM bere-
chenbar = L e L1 = Ly C Ly

Allgemein gilt: L3 \C// Lo C L4 C Lo sowie L1 C REK C L

~~ ~~
am”b™;n>0 anbnrcrin>1 Halteproblem

6.3 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Grammatiken in Greibach-Normalform: G heifit in Greibach NF, falls alle Regeln
die Gestalt A — aa, « € V* haben. G=(V,T,S,Rg) A€V a€T

Satz 6.7 Jede Sprache L C Lo mit € € L hat eine Grammatik in Greibach NF und

jede Lo-Grammatik kann effizient in eine Greibach NF transformiert werden.

Beispiel: S — 04,5 —- 1B, A —-04A,A— 15,B—1BB,B—05,B—0,A—1

erzeugt alle Worte mit gleich vielen Nullen wie Einsen.

Linksableitungen durch Greibach NF

Die Zweichenergebnisse haben die Gestalt aj...axA;...A;, benutze als néchs-
tes eine Regel der Gestalt A7 — agy1Bj...Bs; nichstes Zwischenergebnis ist
al...ak+1Bl...BSA2...Al

S — 0A — 00AA — 001A — 0010AA — 00101SA — 001011BA — 00101104 —
00101101

Die Ableitung des Wortes a1 . . . a, hat n Schritte, nach dem k—ten Schritt a; ...agA; ...

Beobachtung;:

1. Eine Linksableitung mittels Greibach NF entspricht der Verwaltung des Suffix
an Hilfssymbolen in einem LIFO-Speicher (Last In - First Out) (auch Stack

oder Kellerspeicher genannt)

2. Die Berechnung ist inhérent nichtdeterministisch, in jeder Situation ay ...apA; ...

kann aus allen Regeln mit linker Seite A; gewihlt werden.

Kellerautomaten

Basisvariante (Kellerautomaten vom Typ 1), englisch: Pushdown-Automata (PDA).
Wir betrachten nichtdeterministische PDAs (NPDAs).
NPDAs vom Typ 1:

e Eingabeband, auf dem zeichenweise von links nach rechts gelesen wird

e Stack, dessen oberstes Symbol gelesen werden kann und dessen oberstes Sym-
bol durch ein neues Wort iiberschrieben werden kann.
Wort # € ,,Push* Wort = € ,,Pop*
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Lesekopf

Y1
Y2 Lese-Schreibkopf

‘al‘ag‘...‘ai

Yn
PUSH:
‘ a1 ‘ N ‘ a;
Yn
POP:
‘ a1 ‘ ‘ @ azf1))y2
Yn
Formal:

NPDA (Typ 1) ist N = (T,I',T,d), wobei T' die Menge der Terminalsymbole, T'
das Kelleralphabet, I'g das Startsymbol und § die Zustandsiiberfithrungsfunktion
bezeichnet.

6:TxTI' — &1:; ; jedem Paar (a,Y) wird eine Menge von Worten iiber T’

Teilmenge
zugeordnet.

NPDA stoppt beziiglich a € ¥ und v € T falls §(a,y) = 0, insbesondere: NPDA
stoppt falls der Stack leer ist oder nachdem das letzte Zeichen eingelesen wurde.
gegeben: NPDA A mit A = {3,T',T,d}; A akzeptiert w € £* < 3 akzeptierende

Berechnung von a mit Eingabe w. Eine Berechnung auf w ist akzeptierend wenn sie
1. erst nach Einlesen des letzten Zeichens stoppt und zwar
2. mit leerem Stack
Eine Konfiguration eines NPDAs ist gegeben durch
1. den String der noch einzulesenden Eingabezeichen
2. den aktuellen Stackinhalt

Schreibweise fiir Konfiguration: (w, ) € £* x I'*
Fiir Konfigurationen (w, a), (w’,a’) schreiben wir (w,a) b, (w', o) falls (v, o)

eine mogliche Nachfolgekonfiguration von (w, ) ist, dies ist fiir w = (w;w;y1 ... wy)
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und a = (Y7 ...Y},) genau dann der Fall wenn v’ = (w;y1 ... wy)

a,: Z1ZTY2Ym (Zl...ZT)G(SA(’wl,Yl)
Yy... Y, €€ da(w;, Y1)

Wir schreiben (w, a) F*A (w’, o) falls 3 eine Folge von Konfigurationen (w™), aM), ..., (w®), al®))
s > 1mit (w®, a®) = (w,a) (w®,a®) =W, o) (WD, a®)F (Wit o+)
Vi=1,...,5s+1

= A akzeptiert w € £* < (w, ) - (e,€)

Beispiel: L C (XU {$})* L={wi... w,bw, ... wy; (w1...w,) € X*}

da(a,To) ={a} a,d €X

6A(a,a/): { {ad’, €} d =a

{d',a} a #a
da(a,$) ={a}
= A= (E U {$}, YU {Fo}), T, oA
L(A)=1L

Beispiel: L = {(w1 ... wpwy ... w1 );w = (w1 ...w,) € X*}

da(a,To) = {a}
6A(a,a’):{ {aa} a#a

{da, €} ad=a

L=1L(A)
Satz 6.8 VL € Ly gilt: 3G in Greibach NF mit L = L(G)
Satz 6.9 L€ Ly=3 NPDA mit L(A) =1L

Beweis:

Wir fixieren eine Grammatik G = (V,T,S, Rg) fir L C T* in Greibach NF und
konstruieren NPDA (Typ 1) A fir L,A = (T,V,5,64) Va € T,A € V gelte:
d(a,A) ={a € V*;A — aa € Rg}

Es gilt: Berechnungen von A auf w entsprechen - falls akzeptierend - Linksableitun-
gen von w beziiglich G.

Es gilt: w € L(A) < 3 akzeptierende Berechnung von A auf w

(wy ... wn, S) F (wa .. wp, M) (W, o) E (e,e) P = A

S —wal) 5. FASw, — A; — wiali)

A; ist das erste Symbol von o™ < § 5wy ... w,

Beispiel

G={S—04,S—1B,A—1,A—04AA,A—15B—0,B—1BB,B — 0S5} =
NPDA: §(0,5) = {A},6(1,S5) = {B},0(0,A) = {AA},6(1,A) = {¢,5},6(0,B) =
{¢,5},6(1,B) = {BB}

S — 0A — 00AA — 001A — 0011 = akzeptierende Berechnung (0011, S) +
(011, A) F (11, AA) - (1, A) F (e, €)
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Frage: Konnen NPDAs (Typ 1) auch nichtkontextfreie Sprachen berechnen?
Antwort:Nein.

Satz 6.10 Jede von einem NPDA A berechnete Sprache ist kontextfre:.

Beweis:

Gegeben: A = {3, T',Ty,d} berechnet L C ¥*.

Wir konstruieren G = {3,I', T, Rg} mit L(G) = L, fiir alle a« € X,Y € T fiigen
wir fiir alle a € 6(a,Y’) die Regel Y — aa zu Rg hinzu. Die ist die umgekehrte
Operation zum vorherigen Satz = G berechnet L.

Wir suchen ein NPDA-Modell, das mehr Moglichkeiten der Programmierung bietet.

NPDAs vom Typ 2

PDASs mit inneren Zustidnden.
Formal: A = {%,T",Q,T, qo, F,§} wobei

e Y das Bandalphabet

I" das Kelleralphabet

Q@ eine endliche Zustandsmenge

T’y das Stack-Startsymbol

qo das Startsymbol
e F eine Menge akzeptierender Zusténde (F C Q)
e § die Zustandsiiberfithrungsfunktion bezeichnet.

mogliche Aktionen:

wy - Wn,

ra

1. A kann Zeichen vom Band und vom Stack einlesen und in Abhéngigkeit vom

inneren Zustand etwas auf den Stack legen und den Zustand wechseln

2. A kann e—Bewegungen ausfithren, d.h. etwas im Stack schreiben und den

Zustand wechseln ohne dass ein neues Zeichen gelesen wird.

Formal: § : (B U {e}) xT'x Q — 21" *@

(a,q") € d(a,Y,q) heisst: Wenn A in g € @Q ist, a auf Band liest und Y oberstes
Stacksymbol = A kann « auf Stack legen und nach ¢’ wechseln (a,q’) € 0(¢,Y, q).
Wenn A in ¢ und Y oben auf Stack = A kann « auf Stack legen und nach ¢’
wechseln.

Konfigurationen von A haben die Gestalt (¢, w, ), wobei ¢ den aktuellen Zustand,

w den String mit den noch einzulesenden Zeichen und « den aktuellen Stackinhalt
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bezeichnet.
Aktionen:

Leseschritt

(g, wi, Wit1 ... W, Y1 ... Ym) + (¢ wit1 ... wn, Z1 ... Zp, Yo ... Yi)
(g, Wiy, wig1 .. wp, Y1 ... Y ) b (¢ wi . cwp, Z1 ... Zp, Yo . Yy)
q,a=(Zy...Z) € §(¢q, w1, Y1) bezichungsweise € 6(q,¢,Y7)

Berechnungsmodus

A akzeptiert w € ¥* < 3 akzeptierte Berechnung von A auf w < (qo,w, o) Ii
(g,€,0) mit ¢ € F

Beispiel: L = {(wy ... w,8w,, ... w1);w; € X,$ ¢ X} Q={q,q,0}
F={Ty}ux F = {q2} Bandalphabet X U {$}

d(a,To,q0) ={alo,q0} a,a’ €%

6(a,a’,q0) ={(aa’,q0)}  0(3,a’,90) ={(d’,q1)}

0 a#a
)

(e,q1 sonst

5(a,a’,q1) {

a,a’ €X
6(e,To,q1) = {(e, q2)}

*

Es gilt (qo,x,T0) F (g2,€,¢€) falls x = wy ... wpSwy, ... wy

Beispiel: Klammersprache D C {(,)}*

A:X={()} T={To,A} Q={wa ¢} F={a}

64((:T0,q90) = {(Alo,q0)} 640, T0,90) = {e, a2} 0a(), 4, q0) = {(€, )}
da(€,To,q0) = {(€,q1)}

Bemerkung: Der vereinbarte Berechnungsmodus heifit Akzeptanz mittels ,leerem
Stack“. In der Literatur*existiert auch ein anderer Modus:

w € L(A) & (qo,w,To) F (¢,6,0) qg€F

Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, dass jeder NPDA mit Modus 2 durch
einen NPDA (leerer Stack) simuliert werden kann.

Frage: Wie ist die Berechnungskraft von Typ 2 PDAs?

Satz

A ist Typ 2 NPDA = L(A) ist kontextfrei.

Beweis: gegeben: A = (3,T,T, @, qo, F,J), wir konstruieren eine kontextfreie
Grammatik G, L(G) = L(A). , Tripelkonstruktion®

G=03{l¢gY(]:9,d € Q, Y eT}U{S},R) R=RyURsUR, Ry={S—
[90T0q], q € F}

Regeln in Ry und R, sind so zu konstruieren, dass fiir alle Y € T',¢,¢' € Q gilt:
[¢Yq'] = w genau dann wenn [q,w,Y] li [¢',€,€] = wenn dies gelingt, dann ist
L(A) = L(G) wegen Rg.

[oToq] > we L(A) ¢€F —-weL(G)e S5 we Ige Fmit [glog] = w e
3 € Flgo,w,To] I [g, €, €] < w € L(A)

R, enthilt fir alle a € ¥, € Q,Y € T und (¢',a) € §(a,Y, q) folgende Regeln:
Fall 1: ,,pop*“ a=¢ [qY ] — a
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Fall 2: ,,push“ a=Y1...Y,

{[aY gm+1] — ala1Y142][g2Y2g3] - - - [@m Yimdm+1] q1 = ¢ und alle g2...gm41 €
Q} bildet folgendes Verhalten ab:

Wir raten in Gestalt g . .. ¢m41 die Zustéinde, in denen A ist wenn Y; bzw. Y5 bzw.
...bzw. Y,, vom Stack genommen wird.

R, enthilt fiir alle Y € T', ¢ € @ und fiir alle (o, ¢') € 0(¢,Y, q) folgende Regeln:
Fall 1: a« = ¢ [qY '] — €

Fall2:aa=Y;...Y,, {[aY gm] — [¢'Y1¢2][g2Y2q3] - - - [¢mYmam+1]; Va2 . . gms1 €

Q}
Beobachtung: G ist nicht in Greibach NF

Beweis: Obige Betrachtung per Induktion.

Ein Typ 2 PDA heifit deterministisch falls Va € XY € T', ¢ € Q gilt: [6(a,Y,q) U
0(e,Y,q)| <1= DLy C Ly, wobei DLy die Menge der durch DPDA berechenbare
Sprachen bezeichnet.

DL, ist interessant fiir Programmiersprachen.
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Anhang A

Komplexitiatsklassen

A.1 Sprachen
o L:¥*—{0,1}
o« P={LC¥}

e ENUM = {L C {0,1}*; Es existiert TM M die L aufzihlt}
(dh.z e L<= M(z)=1und ¢ L <= M(z) =0V M hilt nicht auf x)

e R {g:{0,1}* — {0,1, x}; Es existiert TM M, die g berechnet)

e REK = {L C ¥*; L berechenbar}
(d.h es existiert eine 1-Band TM M die L berechnet)

e EXPTIME = {L C £*; 32"°" zeitbeschrinkte TM fiir L}

e NP = {L C ¥*; Es existiert NTM M die L in Polynominalzeit berechnet}
(NP = {L C ¥*; Es existiert Polynom p = p(n) und Sprache L' € P mit L
gdw. 3y € {0, 117121} mit a#y € L'})

e P = {L C ¥*; L in Polynominalzeit berechenbar}
(d.h. es existiert pol. zeitbeschriankte 1-Band TM die L berechnet)

e REG = {L C ¥*; Es existiert DFA mit L(A) = L}
(Fiir alle reguldren Ausdriicke gilt L(R) € REG)

REGC PCNPCEXPTIME C REK C RC ENUM C P({0,1}*)

A.2 Berechnungsprobleme

e REK = {II; II Berechnungsproblem das berechenbar ist}

e PTIME = {II; II Berechnungsproblem mit Polynominalzeitalgorithmus}

PTIME C REK
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